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Résumé Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien (de caractéristique quelconque), G 
un groupe réductif connexe défini sur F, 6 un i^'-automorphisnie de G, et k un caractère de G{F). On 
fixe une mesure de Haar dg sur G{F). Si ir est une représentation (complexe) lisse irréductible {9,k)- 
stable de G(-F), c'est-à-dire telle que la représentation tt" = tt o 6 de G{F) soit isomorphe à nn = tt (gi k, 
le choix d'un isomorphisme A de ktt sur tt® définit une distribution ©^ sur G{F), appelée caractère 
(j4-)tordu de n : pour toute fonction / sur G(F), localement constante et à support compact, on pose 
0^(/) = trace(7r(/dg) o A). Dans cet article, on étudie ces distributions 0^, sans hypothèse restrictive 
sur i^, G ou 9 — d'ailleurs, plutôt que de fixer 8, on travaille avec un G-espace tordu défini sur F. On 
montre en particulier que ce sont des fonctions localement constantes sur le sous-ensemble ouvert dense 
de G{F) formé des éléments 0-quasi-réguliers, et l'on décrit le comportement de ces fonctions caractères 
par rapport à l'induction parabolique et à la restriction de Jacquet. Cela nous amène à reprendre la 
théorie de Steinberg sur les automorphismes d'un groupe algébrique, d'un point de vue rationnel. 

Abstract Let _F be a non-Archimedean locally compact field (of any characteristic) , G be a connected reductive 
group defined over F, 8 be an _F-automorphism of G, and k be a character of G(-F). Let us fix a Haar 
measure dg on G(F). If tt is a smooth irreducible (0, fî)-stable (complex) représentation of G(_F), that 
is such that thc représentation n^ = n o 8 oî G{F) is isomorphic to Kn = vr (g) k, then the choice of an 
isomorphism A from ktt to vr® defines a distribution 0^, called the (yl-)twisted character of n : for ail 
function / on G(F) which is locally constant with compact support, we put 0^(/) = trace(7r(/(i(;)oA). In 
this paper, we study thèse distributions 0^, without any restrictive hypothesis on F, G or 6 — moreover, 
instead of fixing d, we work with a twisted G-space defined over F. We prove in particular that they are 
locally constant functions on the open dense subset of G{F) formed of those éléments which are 6-quasi- 
regular, and we describe how thèse functions charactcrs bchavc with respect to parabolic induction and 
Jacquet restriction. This leads us to take again the Steinberg theory of automorphisms of an algebraic 
group, from a rationnai point of view. 



AMS classif. 22E50, 20G25, 20G15 

Mots-clefs corps local non archimédien, espace tordu, représentation admissible, caractère-distribution, fonction 
caractère, intégrale orbitale 

Key-words non-Archimedean local field, twisted space, admissible représentation, distribution-character, function 
character, orbital intégral 



0. Introduction 

0.1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien, et soit G un groupe 
algébrique réductif connexe défini sur F. On note G ~ G(F) le groupe des points F-rationnels de 
G. On munit G de la topologie définie par F , ce qui en fait un groupe localement profini. Fixons 
un F-automorphisme é* de G, un caractère k de G{F), et une mesure de Haar dg sur G. Si tt est 
un représentation (complexe, lisse) admissible {9,K)-stable de G, c'est-à-dire telle que n^ ~ ktt où 
l'on a posé tt = tt o 9 et ktt = tt ^ k, alors le choix d'un isomorphisme A de ktt sur tt définit une 
distribution 0^ sur G, appelée caractère (A)-tordu de tt : pour toute fonction / sur G, localement 
constante et à support compact, on pose 

e^(/)-tracc(7r(/)oA), 

où 7r(/) = 7r(/dg) désigne l'opérateur J^, f{g)Tr{g)dg sur l'espace de n. Puisque tt est admissible, 
l'opérateur 7r(/) o A et de rang fini, et la distribution O^ sur G est bien définie. Pour x £ G, elle 
vérifie la relation 

e^C-'f) = nixr'e^if), 

où l'on a posé ^'^f{g) = f{x~^g6{x)), g G G. 

0.2. Ces deux types de torsion, l'une donnée par l'automorphisme 9 et l'autre par le caractère k, 
apparaissent dans de nombreuses applications du principe de fonctorialité de Langlands (déjà dans 
les premiers exemples, comme le changement de base cyclique, ou la restriction des représentations 
à Gder(-F'))- La théorie de l'endoscopie tordue étudie précisément les distributions D sur G vérifiant 
la relation 

DC^'f) = K{xr'D{f) 

pour tout X G G. Cette théorie permet en particulier de comparer les représentations irréductibles 
de G avec celles d'autres groupes H qui lui sont associés — ceux faisant partie d'une donnée 
endoscopique {H, H, s, ^) de (G, 9, k), cf. [W, 1.3]. Dans les cas particuliers où elles ont été établies 
(e.g. le changement de base et l'induction automorphe pour GL„), ces correspondances entre 
représentations s'expriment par des identités de caractères reliant les caractères tordus de G à des 
sommes pondérées de caractères de H. Ces identités de caractères sont le plus souvent obtenues 
dualement à partir d'identités reliant, côté géométrique, les intégrales orbitales endoscopiques de 
G, qui sont des sommes d'intégrales orbitales {9, «;)-tordues (voir plus loin, 0.5) pondérées par des 
facteurs de transfert, à des intégrales orbitales stables de H : c'est la conjecture de transfert. 

Dans cet article, on décrit les principales propriétés des caractères tordus de G, sans hypothèse 
particulière sur F, G ou 9. Ces propriétés sont souvent déjà connues, mais ne sont en général 
démontrées que dans le cas non tordu, c'est-à-dire pour {9,k) = (id, 1). D'autre part, dans le cas 
tordu, elles sont souvent énoncées sous des hypothèses restrictives : car(i^) ^ 0; k ~ 1; 9 d'ordre 
fini; 9 quasi-semisimple ; G = GL„(i^); etc — citons en particulier l'article de Clozel [CU], dans 
lequel toutes ces hypothèses sont vérifiées. On donne ici des démonstrations complètes dans le cas 
tordu, valables pour F, G et 9 quelconques. 

0.3. Introduisons le G-espace tordu G'' ~ G9 de Labesse. C'est une variété algébrique affine 
définie sur F, munie d'un isomorphisme de variétés algébriques G — > G\ g >—^ g9 lui aussi défini sur 
F, et d'actions algébriques de G à gauche et à droite, commutant entre elles et vérifiant l'égalité 
9 ■ 5'^ ■ .9" — 99'S{g")9 pour tous g, g', g" G G. Pour 5 G G, on note lwtQ,[t{g9) l'automorphisme 
(algébrique) IntG(5) o 9 àe G. On note G'' — G9 l'ensemble des points i^-rationnels de G'', que 
l'on peut voir comme un G-espace (topologique) tordu. Pour 7 G G'', l'automorphisme IntQh(7) de 



G est défini sur F, et induit un automorphisnie du groupe topologique G, que l'on note Int(3ii(7). 
Pour g £ G et -f & G\ posant t = Int^s (7), on a 

5~^ ■ 1 ■ 9 ^ 9^^T{g) -7. 

En fait, la donnée de l'automorphisme 9 n'est pas vraiment indispensable : il correspond au choix 
d'un point-base Sq de G\F) tel que IntGh((5o) == 0- La théorie des groupes algébriques s'étend 
naturellement à celle des G-espaces tordus. Par exemple, on appelle sous-espace parabolique de G'' 
un sous-espace topologique P'' de G^ de la forme P^ ~ P ■ -y pour un sous-groupe parabolique P 
de G et un élément 7 de G^ tels que Intgh(7)(P) = P. 

0.4. On appelle k -représentation lisse de G^ la donnée d'une représentation lisse (tt, V) de G et 
d'une application H : G'' — > Autc(F) vérifiant 

n(x ■ "/ ■ y) ~ K.{y)'ïï{x) o 11(7) o 7r(y) 

pour tout 7 G G^ et tous x^ y E G. La représentation tt étant déterminée par l'application H, on la 
note aussi n°. La donnée d'une k- représentation lisse H de G' équivaut à celle d'une représentation 
lisse (0, K)-stable tt de G munie d'un isomorphisme A de ktt sur tt^ : on pose tt = n° et ^ = n((5o). 
Si de plus TT est admissible, auquel cas on dit que H est admissible, alors le choix d'une mesure de 
Haar d'y sur G^ (cf. 1.5) définit une distribution Qu sur G% appelée caractère de II : pour toute 
fonction (p sur G^, localement constante et à support compact, on pose 

en(0)-trace(n((/.)), 

où n(ç!)) désigne l'opérateur /^^ (t>{'y)Il{y)d'y sur l'espace de H. Si ci7 est l'image de la mesure dg 
par rhoméomorphisme G — > G'', g 1— >■ (7-(5o, alors pour toute fonction / sur G, localement constante 
et à support compact, notant /'' la fonction g ■ 5ç, ^^ f{g) sur G'', on a n(/'') = 7r(/) o yl, d'où 

en(/^) = e^(/). 

0.5. Pour tout sous-groupe fermé H de G, on note () (même lettre gothique) son algèbre de 
Lie. Un élément 7 de G'' est dit quasi-régulier si pour tout sous-groupe parabolique P de G, on a 
l'égalité 

0(l-7)+p = fl, 

où l'on a posé 3(1 — 7) — {X ~ kâQii{'y){X) : X e g}, Ad(3i,(7) = Lie(Intch(7)). Les éléments quasi- 
réguliers forment un ensemble ouvert dense, disons G^j., dans G''. La notion d'élément quasi-régulier 
généralise celle, plus classique, d'élément régulier : les éléments réguliers de G'' sont par définition 
ceux qui n'annulent pas une certaine fonction régulière D(^\, sur G'', définie comme le discriminant 
d'Harish-Chandra Dg sur G (rappelons que pour g G G, on a. Dcig) 9^ si et seulement si g est 
semisimple régulier). Les éléments réguliers forment un ensemble ouvert dense, disons G^^„, dans 
G\ qui est contenu dans G^^. Pour 7 S Gj^g, la G-orbite ©0(7) = {9^^ ■ 1 ■ 9 ■ 9 ^ G} est fermée 
dans G\ et la composante connexe G° du centralisateur G-y = {g G G : g^^ -7 -g = 7} de 7 dans G 
est un tore défini sur F. Le choix d'une mesure de Haar dg-y sur le groupe des points _F-rationnels 
G° = G°(F) de ce tore, définit une distribution A^(-,7) sur G'' — appelée K-intégrale orbitale, ou 
intégrale orbitale K-tordue de 7 : pour toute fonction cj) sur G\ localement constante et à support 
compact, on pose 

A^(</',7)-/ <9)H9-'-l-9)^- 



Puisque la G-orbite 00(7) est fermée dans G'', l'intégrale est absolument convergente, et la 
distribution A^(-,7) est bien définie. 

0.6. On l'a dit plus haut, G est un groupe topologique localement profini. Comme groupe des 
points i^-rationnels de G, il hérite aussi de la structure du groupe algébrique G. La division de 
l'article en cinq chapitres suit ce double point de vue (groupe topologique/groupe algébrique) : 

1. Caractères tordus d'un groupe localement profini 

2. Automorphismes d'un groupe réductif connexe 

3. Caractères tordus d'un groupe réductif p-adique 

4. Séries discrètes et représentations cuspidales 

5. Intégrales orbitales et caractères 

Les propriétés valables pour n'importe quel groupe topologique localement profini G et n'importe 
quel automorphisme (topologique) 9 de G, sont regroupées dans le ch. 1. Dans le ch. 2, qui est 
indépendant du reste de l'article, on reprend la théorie de Steinberg sur les automorphismes quasi- 
semisimples de G, d'un point de vue rationnel^. Dans les ch. 3, 4 et 5, on applique les résultats 
établis dans les deux premiers chapitres à l'étude des caractères tordus de G{F). 

L'article se conclut par deux annexes : 

Annexe A : représentations irréductibles d'un G-espace tordu 
Annexe B : représentations ^modulaires 

La seconde nous a été suggérée par Guy Hcnniart. 

0.7. Décrivons brièvement le contenu des chapitres. 

Dans le ch. 1, on définit les caractères (0, K)-tordus d'un groupe localement profini quelconque 
G, où et K sont respectivement un automorphisme et un caractère de G. On introduit l'espace 
(topologique) tordu G^ = G9^ qui permet de "voir" les caractères tordus de G comme des caractères 
de g'' . Enfin on établit une formule de descente pour les caractères des K-représentations admissibles 
de G^ qui sont induites à partir d'un sous-espace tordu H^ de G^ tel que G soit compact modulo 
H. Il s'agit d'un analogue tordu de la formule bien connue de Van Dijk [VD], pour les caractères- 
distributions. 

Dans le ch. 2, on rappelle, pour un groupe réductif connexe H et un _F- automorphisme quasi- 
semisimple r de H, les principaux résultats de la théorie de Steinberg [St, DMI] : description du 
groupe des points fixes Ht, du groupe quotient Ht-/H°, etc. Pour r quelconque, on introduit la 
notion d^ élément régulier de l'espace tordu H'' = Ht, qui généralise la notion habituelle d'élément 
semisimple régulier de H (pour /i e H, l' automorphisme intérieur lntii{h) est régulier si et 
seulement si h est semisimple régulier). Les éléments réguliers de H' forment un ensemble ouvert 
dense dans H% que l'on note H; . On montre qu'un élément S de H' est régulier si et seulement 
si les deux propriétés suivantes sont vérifiées : 

- le _F-automorphismc ti = Intjjs (ô) est quasi-semisimple, 

- le centralisateur connexe H^ = H°^ de ô dans H est un tore. 

En ce cas, puisque S = H^ est un tore, T = Zh(H^) est un tore maximal de H. De plus, les 
ensembles S'' = S • (5 et T^ = T • (î sont des sous-espaces tordus de H^ : S^ est un espace tordu 
trivial, qu'on appelle tore maximal de G\ et T'' est appelé sous-espace de Cartan de G'. Notons 
que S'' détermine le quadruplet de Cartan (S, S%T, T''), et que T'' détermine le triplet de Cartan 
(S,T, T''). Enfin pour tout 5' G T'' fl GJ , on a G^, — S. On s'intéresse ensuite aux questions 



Nous ne pensions pas au départ devoir reprendre en détail cette théorie, mais cela nous a vite semble indispensable, 
pour que nos résultats soient valables en toute caractéristique (l'analyse harmonique en caractéristique non nulle 
est encore un terrain miné...). 



de rationalité. On montre en particulier que si t est un i^-autoniorphismc quasi-semisimple de H, 
alors le groupe H° est défini sur F, il existe un tore maximal r-stable T de H défini sur F, et un 
sous-groupe de Borel r-stable de H contenant T et défini sur une extension séparable (finie) de F 
dans F. 

Dans le ch. 3 (et dans les suivants), G est le groupe des points _F-rationnels d'un groupe réductif 
connexe G défini sur F, est un i^-autoniorphisme de G, et k est un caractère de G. On introduit la 
notion d'élément quasi-régulier de l'espace tordu G'' = G6. L'ensemble des éléments quasi-réguliers 
de G^, que l'on note G^jr, est ouvert dense dans G\ et contient Gj^g = G n G^^^. On montre que 
les caractères On des ^-représentations admissibles H de G telles que 11° soit de type fini, sont 
des fonctions localement constantes sur G^^. Ensuite on décrit comment le foncteur restriction 
de Jacquet opère sur ces fonctions caractères. La description de l'action du foncteur induction 
parabolique sur les caractères-distributions est une simple application de la formule démontrée au 
ch. 1 ; son action sur les fonctions caractères est décrite au ch. 5. 

Dans le ch. 4, on explicite la fonction caractère d'une K-représentation admissible H de G'' telle 
que n° soit irréductible et essentiellement de carré intégrable modulo le centre de G, grâce aux 
calculs effectués dans le ch. 3. On applique ensuite ce résultat au cas où Tl° est une représentation 
irréductible cuspidale de G, induite compacte à partir d'un sous-groupe ouvert, compact modulo 
le centre, de G. 

Dans le ch. 5, on introduit une famille de distributions "duale" de celle des caractères {9, k)- 
tordus : les intégrales orbitales {8, K)-tordues. Comme pour les caractères, il est commode de 
les voir comme des distributions sur G' : les n-intégrales orbitales. On écrit la formule de 
descente parabolique pour les K-intégrales orbitales, ainsi que la formule d'intégration de Weyl 
pour les fonctions intégrables sur G^. On en déduit la description de l'action du foncteur induction 
parabolique sur les fonctions caractères. 

Dans l'annexe A, on caractérise les «-représentations lisses irréductibles de G^ en termes des 
foncteurs V h^ V^ , comme dans [BZ]. On prouve aussi l'indépendance linéaires des caractères- 
distributions On pour les K-représentations admissibles H de G^ telles que n° soit irréductible. 

Dans l'annexe B, on remplace le corps des coefficients C par un corps R de caractéristique l 
différente de la caractéristique résiduelle de F. On passe en revue les résultats des ch. 1 et 3 dans 
ce nouveau cadre. On montre en particulier que, tout comme pour les représentations complexes, 
le caractère-distribution d'une (k, _R)-représentation admissible H : G'' — >■ Autji{V) telle que n° 
soit de type fini, est donné sur G^j. par une fonction localement constante. 

0.7. Dans tous l'article, on utilisera les notations et conventions d'écriture suivantes. 

Soit H un groupe topologique. On appelle automorphisme de H un morphisme de groupes 
H ^f H qui soit un homéomorphisme, et caractère de H (à ne pas confondre avec le caractère d'une 
représentation de H) un morphisme de groupes continu H — ^ C^. On note Aut(iJ) le groupe des 
automorphismes de H, et Int(iï) le sous-groupe distingué de Aut(iï) formé des automorphismes 
intérieurs, c'est-à-dire ceux de la forme Intuix) : h M- xhx~^ pour xai x G H. Si x est un caractère 
de H, on note x^^ le caractère h h^ x(^)^^ = xC*^^) de H. 

Soit X un td-espace, c'est-à-dire un espace topologique séparé tel que chaque point de X possède 
une base de voisinages ouverts compacts. On note G'^{X) l'espace des fonctions complexes sur X 
qui sont localement constantes et à support compact. Si X est discret (rcsp. compact), l'espace 
G(?°(Ar) est aussi noté Cc{X) (resp. C°°{X)). Soient K et K' deux groupes topologiques. Si X 
est muni de deux actions continues K x X ^i- X, {k,x) ^^ k ■ x et X x K' ^ X^ {x,k') ^^ x ■ k' 
commutant entre elles, on note G^{K\X/K') le sous-espace de G^{X) formé des fonctions / telles 
que f{k ■ X ■ k') — f{x) pour tout (fc, x,k') G K x X x K' . Rappelons qu'on appelle distribution sur 
X un élément de l'espace dual G^{X)* = Homc(X, C). 



Soit G un groupe topologique localement profini. On note 7^(G) la catégorie des représentations 
complexes lisses de G, et l'on appelle simplement représentation lisse de G un objet de TZ{G). Si 
(tt, V) est une représentation lisse de G, pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, on note 
V^ le sous-espace {v £ V : TT{k){v) — v,Vk E K} de V. Rappelons qu'une représentation lisse 
(tt, V) de G est dite admissible si pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, l'espace V^ est 
de dimension finie. 

1. Caractères d'un groupe localement profini 

Dans ce chapitre 1, on fixe un groupe localement profini G et une mesure de Haar à gauche dig 
sur G. 

1.1. Module d'un automorphisme de G. Soit A^ : G -^ R>o le module de G, i.e. le caractère 
réel de G défini (comme dans [BZ, 1.19]) par 

f{gx-')dig - Ag(x) / f{g)dig (/ e G^{G), x e G). 

G JG 

En d'autres termes, pour x G G, on a (abus d'écriture) di{gx) = AQ{x)dig. 
Soit 6 un automorphisme de G. La distribution /i sur G définie par 

M(.f)- I I{0-\9))dig ifeG^iG)) 

JG 

est encore une mesure de Haar à gauche. Par conséquent il existe une constante AQ{d) G M>0 7 
appelée module de 9, telle que 

f{e-\9))dig - Ag(0) / f{g)dig (/ G G^{G)). 

G JG 

En d'autres termes, on a (abus d'écriture) di{6{g)) ~ AG{0)dig. L'application Aq : Aut(G) — ;> M>o 
ainsi définie, ne dépend pas du choix de la mesure dig, et c'est un morphisme de groupes. Notons 
que pour x G G, on a 

Aaix) = Acilntaix-^)). 

(1.1.1) Lemme. — 

(1) On ùAgoO^^Ag. 

(2) S'il existe une partie ouverte compacte 6 -stable de G, alors Ag{0) = 1. 

Démonstration : Pour a; G G, on a 

Ag{9{x)) - AG{lntG{9{x)-^)) - Ag{9 o IntG(x-i) o 9-^). 

D'oii le point (1). Quant au point (2), il résulte de ce que pour toute partie ouverte compacte fl 
de G, on a vol(6'(rî) , dig) = Ag (6») vol(f7, d,^) . Q 

Soit H un sous-groupe fermé de G. Rappelons que pour toute partie ouverte X de G telle que 
HX ~ X, les conditions suivantes sont équivalentes : 

- l'espace quotient H\X est compact ; 

- il existe une partie compacte fl de G, que l'on peut choisir ouverte compacte, telle que X = HÇl. 



Si ces deux conditions sont vérifiées, on dit que X est compact modulo H. Bien siir, on peut définir 
la même notion pour une partie ouverte X de G telle que XH = X. Notons que si X est un 
sous-groupe ouvert de G tel que HX = X, alors XH = X et les deux notions coïncident. 
Soit S{H\G) l'espace vectoriel des fonctions f : G —> C telle que : 

- fihg) = AGih)AH{h-^)fig) iheH,geG); 

- il existe un sous-groupe ouvert compact Kf de G tel que f{gk) — f{g) pour tout g G G et 
tout k G Kf ; 

- il existe une partie ouverte compacte ilf de G telle que pour g G G \ Hilf, on ait f{g) — 0. 
Notons que pour / G S{H\G), le support {.g G G : f{g) ^ 0} de / est une partie ouverte fermée 
de G, compacte modulo H. 

Soient dih une mesure de Haar à gauche sur _ff, et C^(G) -^ S{H\G), J ^^ J l'application 
linéaire définie par 

f{g) = AcCg) / î{hg)dih (/ G C^{G)). 

J H 

Soit Jl une mesure de Haar à droite sur l'espace quotient H\G [BZ, 1.21], et soit ^ la distribution 
sur G définie par 

m(/)=M/) (/eGr(G)). 

Pour / G C'^{G) et X G G, notant px{I) G C^{G) la fonction g i-> f{gx), on a Px{J) = AgCx"^)/ 
d'oii 

^Ji{px{f)) = Ag{x-')-KI) = Aaix-^Uf). 
On en déduit que A^^/i est une mesure de Haar à droite sur G, i.e. que /i est ime mesure de Haar 
à gauche sur G [BZ, 1.19]. 

Supposons de plus que le groupe H soit él-stable. Alors d'après (1.1.1), pour / G S{H\G), on 
a, f o 0^^ G S{H\G) ; et la forme linéaire j2' sur S{H\G) définie par fl'{f) = Jl{f o 0~'^) est une 
mesure de Haar à droite sur H\G. On a donc p! = Au\q{6)J1 pour une constante Au\q{6) > 0. 
Pour / G C^{G) et 5 G G, on a 



(/°^-^)(5) = Ag(.9) / f{e-\hg))dih 



H 

= AG{e-\g))AH{e) [ ,f{he-\g))dih 
Jh 

= AH{9){.fo9-^){g). 
Puisque p{f o 0-^) = Ag(6')/z(/) (/ G C^{G)), on en déduit l'égalité 

(1.1.2) AG{0)^AH(e)AH\G{0)- 

(1.1.3) Lemme. — Soit H un sous-groupe fermé 0-stable de G tel que G soit compact modulo H . 
On aAciO) = Ah{0). 

Démonstration : Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Puisque G est compact modulo 
H, l'ensemble de doubles classes H\G/K est fini. Choisissons un système de représentants 
{(/i, . . . , (7m} dans G de ces doubles classes. Soit g (z G. Ecrivons g = hgik pour un triplet 
{h,i,k) G iî X {l,...,m} X K, et posons (f){g) — AG{h)AH{h^^)- Si g — h'gjk' pour un autre 
triplet {h',j, fc') G i/ x {1, . . . , m} x K, alors on a, j = i et H Cl h~^h' G giKg~^. Comme le groupe 
Hr\giKg~^ est compact, on a AG{h~^h') = 1 = AH{h~^h'). Par conséquent la fonction ci : G — )■ C 



est bien définie, et c'est un élément de S{H\G). Puisque (j> > et (p o 9 ^ = 0, on obtient que 
Ah\g{0) = 1- D'où le résultat d'après (1.1.2). □ 

1.2. Caractères des représentations admissibles de G (rappels). Soit {tt,V) une repré- 
sentation lisse de G. Pour / G C^{G), on note 7r(/) = Ti{fdig) E Endc(V) l'opérateur défini 
par 

Af){^) - / f{9M9){y)dig {v e v); 
Jg 

l'intégrale est en fait une somme finie. Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, alors pour 

toute fonction / G Cc{K\G), on a 7r(/)(F) C V^ . Supposons de plus que n soit admissible. Alors 

pour / G C^{G), l'opérateur 7r(/) est de rang fini, et l'on peut définir sa trace : 

e.(./)=tr(7r(/)). 

La distribution Q^^ sur G ainsi définie, est appelée le caractère de n (elle dépend bien sûr du 
choix de la mesure dig). Elle est invariante par conjugaison : pour / G C^{G) et x G G, notant 
^/ = IntG(x)(/) G C^{G) la fonction g n. f{x^^gx), on a l'égalité 

(1.2.1) e„(7)-AG(x-i)e,(/). 

1.3. Caractères tordus de G. Soit une représentation admissible {tt,V) de G, et soit un 
opérateur A G Endc(F). On note 0^ la distribution sur G définie par 

e^(/)=tr(4/)oA) ifeCTiG)). 

On l'appelle le caractère A-tordu de tt (tout comme O^r, la distribution O^ dépend du choix de la 
mesure dig). Notons que pour / G C^{G) et a; G G, on a l'égalité 

0^(7) = AG(x-i)e:(""')°^°"(")(/). 

Si de plus A G Autc(y), alors notant {tt',V) la représentation g i-^ A o 7r(g) o A^^ de G, on a 
A G IsomG(7r,7r'). 

(1.3.1) Remarque. — Supposons que le sous-espace A{V) de V soit G-stable (e.g. A G Autc(V^)). 
Alors le sous-espace ker A de V est lui aussi G-stable, et l'espace V ~ V/ ker A définit une 
représentation-quotient (donc admissible) n de tt. Notons A G Isomc(V, A(y)) l'opérateur déduit 
de A par passage au quotient. Il définit une représentation admissible {tt', A{V)) de G : pour g E G 
et V G V, on pose TT'{g){v) — AoTt{g) o A^^{v). En d'autres termes, on a ^ G IsomG(7f,7r'), et pour 
/ G C^{G), l'opérateur A o 7r(/) appartient à Endc(F, A{V)). -k 

Soient maintenant 6 un automorphisme de G, et k un caractère de G. Si tt est une représentation 
lisse de G, on note ktt et tt* les représentations (lisses) de G définies par 



Soit TT une représentation admissible de G telle que ktt ~ tt , et soit A G IsomG(K7r,7r ). Alors 
la distribution O^ est K-invariante par 6'-conjugaison : pour / G C^{G) et a; G G, notant 
^.«/ = Iiita{x){f) G C^{G) la fonction g ^ f{x'^g9{x)), on a l'égalité 

(1.3.2) e^C-<^f) = AGix-')n{x-')e^{f); 

en utilisant (1.1.1) que AdOix^^)) == Ag{x^^). 



1.4. Espaces topologiques tordus. On peut modifier la situation précédente de manière à 
"voir" la ^-conjugaison comme une conjugaison ordinaire. Soit H un groupe topologique. A la suite 
de J.-P. Labesse [La], appelons H- espace (topologique) tordu^ la donnée : 

- d'un iJ-espace principal homogène topologique H\ c'est-à-dire un espace topologique iï'' muni 
d'une opération continue de iî à gauche, notée H x H^ -^ H\ {h,ô) ^^ h ■ S, telle que pour 
un (et alors pour tout) S G H\ l'application H -^ H\ h i-^ h ■ S soit un homéomorphisme ; 

- et d'une application Intjifii : H^ -^ Aut(iJ) telle que 

IntHi (h-S) = Ininih) o Int^^ (S) {h e H, ô e H^). 

On peut alors définir une opération continue de H sur H^ à droite, H^ x H ^ H\ (S, h) i-^ S ■ h, 
qui commute à l'action à gauche : 

S-h = Int^h((5)(/i) -S. 

Pour h E H, notons Int'^(/i) : iJ^ — > i7^ l' homéomorphisme défini par 

Int'H {h){S) ^h-ô-h-^ ^ hIntHt,{ô){h-^) ■ S. 

L'image de H^ dans le groupe Out(iï) = Aut(i7)/Int(iJ) par l'application composée 



H^ _}^^ Aut(F) -^ Out(i/), 

est réduite à un point. Soit 6 = Int^s (Sç,) pour un Ôq E HK L'application Z{H) -^ Z{H), z ^^ Q{z) 
011 Z{H) désigne le centre de H, ne dépend pas du choix de Ôq. On peut donc poser 

Z{H^) = {ze Z{H) : 9{z) = z). 

C'est un sous-groupe fermé de Z{H), qui coïncide avec le centralisateur de H^ dans H; i.e. on a 

Z{H^) = {heH : Int^s {ô){h) ^h,\/ô eH^} 

= {heH -.h-ô-h-^ = S,yô e H^}. 

Si pour tout S G H\ on a Int/^ii ((5) = id//, on dit que iJ^ est un H -espace tordu trivial. En 
particulier, le groupe topologique H est naturellement un _ff-espace tordu, et c'est un iî-cspace 
tordu trivial si et seulement s'il est commutatif. 

(1.4.1) Remarque. — Pour 9 e Aut(_ff), on note Hd le sous-ensemble H xt 9 de H xt Aut{H), 
muni de la topologie rendant continue la bijection H — > H9, h i-^ h9 = h x 9 (ainsi cette 
bijection est un homéomorphisme). C'est un 7î-espace tordu. L'action H x H9 -^ H9 est bien 
siir donnée par x ■ h9 = {xh)9 {x, h G H), et l'application Intne '■ H 9 -^ Aut(iï) est donnée par 
lniHe{h9) = Int/f (/i) o 9 {h e H). Alors pour x E H, l'application Int^(a;^^) -.119^119 est 
donnée par 

Iiit'H{x-^){h9) ^ {x-^h9{x))9 {h e H). -k 



Labesse travaille en fait dans la catégorie des groupes algébriques (cf. plus loin, 2.11), mais ses constructions 
se transposent aisément à la catégorie des groupes topologiques; c'est ce que nous faisons ici. D'ailleurs la notion 
d'espace tordu étant tout aussi générale que celle d'espace principal homogène, elle s'adapte à n'importe quelle 
catégorie de groupes. 



10 

Appelons espace topologique tordu la donnée d'un groupe topologique H et d'un iî-espace tordu 
iï'' ; on note simplement H^ l'espace topologique tordu défini par la paire {H,H^), le groupe H 
étant sous-entendu. Les espaces topologiques tordus s'organisent naturellement en une catégorie : 
un morphisme entre deux espaces topologiques tordus Hi et H^ est la donnée d'un morphisme de 
groupes continu (j) : Hi ^ H2 et d'une application 4> : iJj — ;• H2, vérifiant 

$(x . (5 . y) = (f>{x) ■ $((5) . 0(y) {ô £ H,; x, y e Hi). 

Notons que $ est une application continue, et que (j) est entièrement déterminé par $. On pose donc 
$° — (p, et l'on note simplement $ le morphisme défini par la paire {(j>, $). L'application $ est un 
homéomorphisme si et seulement si le morphisme $° en est un, auquel cas on dit que le morphisme 
$ est un isomorphisme (resp. un automorphisme si H^ ^ ^2)- ^^ ^ ^^ espace topologique tordu, 
on note Aut(iî^) le groupe des automorphismes de HK 

On a des notions évidentes de sous-espace topologique tordu et d'espace topologique tordu 
quotient. Soit H^ un espace topologique tordu. On appelle sous-espace topologique tordu de H^ la 
donnée d'un sous-groupe topologique J de iï et d'un sous-espace topologique j"^ de ij'', tels que 
les applications H x Jï'' -^ H^ et Int^ii : i?'' — > Aut(iJ) induisent sur j'' une structure de J-espace 
tordu. On a donc J^ — J -5 pour un élément ô £ H^ tel que Int^ji] {S){J) = J ; mais l'élément S n'est 
pas déterminé de manière unique par J''. De même, on appelle espace topologique tordu quotient 
de H^ la donnée d'un sous-groupe topologique distingué I de H tel que Int^^ {^){I) = I pour tout 
(i.e. pour un) S G H'^ ; alors l'espace topologique quotient H'^/I = I\H^ des classes d'équivalence 
dans H^ pour la translation à droite (resp. à gauche) par les éléments de /, est un iJ/ /-espace 
tordu. Plus généralement, pour tout sous-groupe topologique / (non nécessairement distingué) de 
H tel que Int^^ (ô) (/) = / pour un 5 ë iî^ , on définit de la même manière les espaces topologiques 
quotients H^/I et I\H\ qui ne sont en général pas des espaces tordus. 

Soit $ : _ff{ — > H2 un morphisme d'espaces topologiques tordus. L'image Im($) ~ ^(Hi) est 
naturellement munie d'une structure de <î'°(iîi)-espace tordu, mais il n'est en général pas possible 
de définir le noyau de $ ; il faudrait pour cela travailler avec des espaces topologiques tordus pointés. 
En revanche, le noyau ker($°) est bien défini dans la catégorie des groupes topologiques; et pour 
ô G Hl et X E ker($°), puisque 

$((5) = $((5 • x) = $(Intijj {ô){x) ■ 5) = $°(Intijj {5){x)) ■ $((5), 

on a Int_f/i (5) (a;) = x. On peut donc définir l'espace topologique tordu quotient 7î^/ker($°) de 
H\. Par construction, le morphisme <I> induit par passage au quotient un isomorphisme d'espaces 
topologiques tordus 

i7i/ker($°)^$(iîi). 

Notons que même si la catégorie des espaces tordus n'est pas abélienne, on a des notions 
naturelles de morphisme injectif (resp. surjectif), et de suite exacte courte. 

(1.4.2) Remarques. — Soit H'^ un //-espace tordu, et soit (5o G i/^. Posons 6 = Int^h((5o). 

(1) Pour z e Z{H), la translation à gauche i/^ — > H\ S h^ ^z{S) = z ■ ô est un clément de 
Aut(//''), et l'application Z{H) -> Aut(//''), z ^^ ^z est un morphisme de groupes injectif; 
on note Z{H)' son image. Le groupe Z{H)' coïncide avec le noyau du morphisme de groupes 
Aut(//'') -^ Aut(//), $ M> $°. En effet, pour z G Z{H), l' automorphisme $z appartient à ce 
noyau. Réciproquement, soit $ G Aut(//'') tel que ((>° = iàu- On a $((5o) = h^ ■ 5q pour un 
(unique) hç, G //, et pour a; G //, on a 

hox -So^ho-So- e-^{x) = $((5o • d^'^ix)) = <^{x ■ Ôq) = xho ■ Sq- 
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Par conséquent ho G Z{H), et l'on a bien l'égalité Z{HY = ker{Aut(i7'') -^ Aut{H)}. D'autre 
part, pour h G H, l'application Int^(/i) : H^ ^f H^ est un élément de Aut(i/''). Les Int^(/i) 
pour h E H, engendrent un sous-groupe de Aut(iï^), que l'on note Int(iï)'. Soit Int(iJ'') le 
sous-groupe de Aut(iï'') engendré par Z{H)' et Int(iï)'. Alors on a la suite exacte courte de 
groupes 

1 -^ Z{H) -^ lni{H^) -^ Int{H) -^ 1. 

Cette suite n'est en général pas scindée, sauf si la projection canonique H/Z{H^) -^ H/Z{H) 
l'est. Notons que pour z G Z{H) et h E H, on a 

Int'Hizh) = *2e(z-i) oInt'^(/i). 

(2) L'application igg : H^ — > H6^ h ■ Ôq i-^ hd est un isoniorphisme d'espaces topologiques tordus, 
tel que t^^^ = id_f/. Mais d'après la remarque précédente, il dépend du choix de Ôq, sauf si 
Z{H) = {!}. C'est pourquoi l'on préférera travailler avec un _ff-espace tordu H^ muni d'un 
point-base (5o, plutôt qu'avec un _ff-espace tordu H9. * 

1.5. Module d'un G-espace tordu. Soit G'' un G-espace tordu. On appelle mesure de Haar 
à gauche (resp. à droite) sur G^ une distribution ji sur G% invariante pour l'action de G par 
translations à gauche (resp. à droite), et telle que pour toute fonction 4> £ C^{G^), > et 
(/) 7^ 0, on ait ii{(j)) > 0. En d'autres termes, fixé un élément Sq & G\ les mesures de Haar à gauche 
(resp. à droite) sur G^ sont les images des mesures de Haar à gauche (resp. à droite) sur G par 
l'homéomorphisme rsg : G —^ G\ g t-^ g ■ 6o ; de manière équivalente, ce sont les images des mesures 
de Haar à gauche (resp. à droite) sur G par l'homéomorphisme Is^ : G ^ G\ g i-^ Sn ■ g. Si fi est 
une mesure de Haar à gauche ou à droite sur G, on note fi ■ Ôq son image par rg^ , et Ôq- fi son image 
par Isg. On a 

(1.5.1) <5o • M = AG(IntGh (,5o))(m • Ôq). 

Si fi est une mesure de Haar à gauche sur G, alors la mesure 6o ■ ji sur G^ ne dépend pas du 
choix de (5o ; on l'appelle la mesure de Haar à gauche sur G^ associée à ji. De même, si /x est une 
mesure de Haar à droite sur G, alors la mesure ji ■ Ôq sur G' ne dépend pas du choix de (5o ; on 
l'appelle la mesure de Haar à droite sur G' associée à ji. 

Soit Aqs : G^ -^ M>o le module de G^, défini par 

AGs(7) = AG(IntG,(7)-i). 

Soit di^ une mesure de Haar à gauche sur G'. 

(1.5.2) Lemme. — Soient x e G et -f e G'^ . 

(1) On a (abus d'écriture) di{j ■ x) — lS.Q{x)di^. 

(2) On a Ag* {l ■ x) ^ Ag* (x • 7) = Ag(x)Ags (7)- 

Démonstration : On peut supposer que di^ — Ôq ■ dig. Alors pour (p G C^{G^)^ on a 
0(7-x-i)d,7= / (J}{5q ■ gx-'^)dig ^ /^g{x) / (l){l)da. 

G" Jg JG'> 

D'oii le point (1). 
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Posons 6 ~ Intgh(7). Puisque Intg^ (x • 7) — IntG'(a;) o 0, on a 

Ag,(x • 7) = Aaie-' o IntG(x-i)) = AGi0-^)AGilntG{x-^)). 

D'où l'égalité Acs(a; • 7) — AG{x)AQt,{-f). Comme j ■ x — 9{x) ■ 7 et (1.1.1) Aq o 9 = Aq, on a 
aussi Ags (7 • x) = AG(a;)Ags (7). D'oii le point (2). [] 

D'après (1.5.2), pour a; G G, on a (abus d'écriture) AQt,{'j ■ x)^^di{-f ■ x) = AQti{'-f)~^dij. On en 
déduit que si fi est une mesure de Haar à gauche sur G'^ , alors la distribution /i' sur G^ définie par 
dii'{j) — AQ]3{j)~^dii{j) est une mesure de Haar à droite sur G\ et on les obtient toutes de cette 
manière. De plus, les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

- G est unimodulaire ; 

- le module Aq\, est constant ; 

- les notions de mesures de Haar à gauche et à droite sur G^ coïncident. 

Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, on appelle simplement mesure de Haar sur G\ une 
mesure de Haar à gauche (i.e à droite) sur G^ Notons que si G est unimodulaire et si fi est 
une mesure de Haar sur G, alors les mesures de Haar So • fi et fi • Ôq sur G^ sont reliées par l'égalité : 
fi-ôo = AQt,{ôo){SQ ■ fi). 

Si G' — G9 pour un automorphismc 9 de G, et si fi est une mesure de Haar à gauche ou à droite 
sur G, on pose fi9 = ji ■ 19. 

1.6. Caractères des K-représentations admissibles d'un G-espace tordu. Soient G^ un 
G-espace tordu, et k un caractère de G. On appelle n-représentation lisse de G' la donnée d'une 
représentation lisse (tt, 1/) de G et d'une application H : G'' — > Autc(F) vérifiant 

H(x • 7 • 2/) = K{y)TT{x) o H(7) o TT{y) (7 G G^; x, y G G). 

Notons que tt est entièrement par H : pour tout x e G et tout 7 G G\ on a tt{x) — H(x-7)oH(7)^^. 
La ^-représentation lisse de G définie par (tt, V) et H comme ci-dessus, est notée (H, V) ou plus 
simplement H, et la représentation lisse tt de G associée à H, est notée H°. On dit que H est 
admissible si H° l'est. 

Les ^-représentations lisses de G^ s'organisent naturellement en une catégorie D\'^{G^) : si 
(Hi,T^i) et (H2,V2) sont deux «-représentations lisses de G\ une flèche entre Hi et H2 est par 
définition un opérateur de G^ -entrelacement entre Hi et H2, i.e. un morphisme u G Endc(Vi, V2) 
tel que 

woHi(7) =H2(7)ou (7GG^). 

On note Hom(3i,(Hi,H2) l'espace des opérateurs d'entrelacement entre Hi et H2. Posons ni = H° 
(i = 1, 2). Tout opérateur u G HomGh(Hi,H2) appartient à HomG'(7ri,7r2). En effet, choisissons un 
(J G G^ et posons Ai — Hi((5) et A2 ~ H2((5). Comme u o Ai = A2 o u, pour tout g G G, on a 

u o TTi (g) o Al = u o Ili(g ■ ô) — Tl2{g ■ ô) o u = 'K2{g) o A2 o u = TT2{g) o u o Ai 

d'oij u o 7ri(g) = T^2{g) ° u. En d'autres termes, l'application H t— >■ H° définit un foncteur d'oubli 
91'^ (G^) — > 9î(G), et ce foncteur est fidèle. Pour plus de détails sur les «-représentations lisses de 
G^ — en particulier celle qui sont "irréductibles" — , on renvoie à l'annexe A. 

Fixons un élément ôç, G G^ et posons 9 — ïntQti{So). Soit H une «-représentation lisse de G^ 
Posons TT = H° et A = H((5o). Alors pour g G G, on a TT{g) = Il{g ■ 60) o A~^ et 

K{g)AoTT{g) =TT{9{g))oA; 
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i.e. A G IsoniG(K7r, tt^). En d'autres termes, la donnée d'une K-représentation lisse H de G^ équivaut 
à celle d'une paire {tt,A) formée d'une représentation lisse tt de G telle que ktt ~ n^ , et d'un 
opérateur d'entrelacement A G IsomG(K7r,7r ). De plus, si IIi et 112 sont deux K-représentations 
lisses de G\ posant tt^ = 11° et Ai —Ili{ôç,) (i = 1, 2), on a 

Honigii (IIi, 112) = {u G HoniG(7ri, 112) : u o Ai = A2 o u}. 

(1.6.1) Remarque. — Pour que la catégorie D\'^{G^) soit non nulle, il est nécessaire que le caractère 
K de G soit trivial sur Z(G''). En effet, l'ensemble Z(G)^~^ = {e{z)z-^ : z G Z{G)} est un sous- 
groupe fermé de Z{G), qui ne dépend pas du choix de 5ç,, et l'on a la suite exacte courte de groupes 
topologiques 

1 -^ Z{G^) -^ Z{G) -^ Z(Gf-^ -^ 1. 

Supposons qu'il existe une K-rcprésentation lisse (H, F) de G'' telle que V ^ {0}. Alors pour 
z G Z{G) et 7 G G^ posant tt == 11°, on a 

n{e{z)) o n(7) = n(0(z) ■ 7) == n(7 • z) = K{z)n{z) o n(7), 

d'où 'k{z~^9{z)) = K(z)idv'. En particulier, on a k\z(g^) = 1- * 

Notons di"f ~ ôç, ■ dig la mesure de Haar à gauche sur G'' associée à dig. Rappelons (1.5.1) que 
/S.Q\i{5ç,)di^ = dig ■ 5q. Soit (H, T^) une ^-représentation lisse de G''. Pour (j) G G'^{G^), on note 
n((/)) — n(0(ii7) s Endc(l^) l'opérateur défini (comme en 1.2) par 



n{<j,){v) = / ,^(7)n(7)(«)da {v e v). 

Supposons de plus que II soit admissible. Alors cet opérateur n((/)) est de rang fini. En effet, notant 
G^{G) -^ C^{G^), f '-^ f^ l'isomorphisme de C-espaces vectoriels défini par 

f\g-ôo)^Aa,{ôo)-'f{g) (5 e G), 

et posant tt = 11° et A = n((5o), on a 

n(,/^)-7r(/)oA (/GGr(G)). 

On peut donc définir la trace de Il{4>) : 

en(0) - tr(n(0)) (^GGr(G^)). 

La distribution Qyi sur G^ ainsi définie, est appelée le caractère de H (elle dépend bien sûr du choix 
de la mesure dij). Pour / G G^{G), on a 

en(/^)=tr(7r(/)oA) = e^(/). 

Pour </) G C^{G*^) et X G G, notant ="0 = Intch {x){(j)) G G^{G^) la fonction 7 h^ ç!)(x-i • 7 • x), on 
a 

(1.6.2) en("0) = AG(x-i)^(x-i)en(^); 

en utilisant (1.1.1) que AG{ïniG*i{'^o){x^^)) = Ag{x^^)- 
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1.7. Induction compacte. Soient G^ un G-espace tordu, et k un caractère de G. Soient aussi 
H un sous-groupe fermé de G, et iî^ un iJ-espace tordu qui soit un sous-espace topologique 
tordu de G^. Choisissons un élément 60 & H\ et posons 9 — lntQi{6o)- On a donc 9{H) = H ci 
9\h = Int//ii ((5o)- On note encore k le caractère k\h de if, et ^ l'automorphisme 9\h de iJ. 

On définit comme suit un foncteur induction compacte (lisse) 

"^indgi ■.d\^{H^)^d\^{G^). 

Soit (E,VF) une «-représentation lisse de H^. Posons cr = E° et i? = S((5o) £ Isom^Ctcr, cr^). 

Notons F'' = ind^ [W) l'espace des fonctions F : C'^ ^ W telles que 

(1) T{h ■ 7) = cr(/i)(J-(7)) pour tout {h,-i) e H x G\ 

(2) il existe un sous-groupe ouvert compact Kjr de G tel que J-{"f ■ k) = J-{"f) pour tout 7 € G 
et tout k e iîTjr, 

(3) le support de T est compact modulo H. 

Soit (tt, 1/) la représentation induite compacte (lisse, non normalisée) ind^(cr, VF). On rappelle la 
définition : V est l'espace ind^(VF) obtenu en remplaçant G^ par G dans la définition de V^, et 
TT ~ mdfj{a) est la représentation lisse de G sur V donnée par 

7rig){T){x) = T{xg) {F G V; 3, a; G G). 

Pour T ^V , notons J^^ : G^ -^ W \'à, fonction définie par 

F\g ■ So) = K{9-\g))B{n9-\g))) {g e G), 

i.e. par 

F\6ç,-g)^K{g)B{T{g)) {g G G). 

Pour J" e F et {h, g) E H x G, on a 

T\hg ■ <5o) = «(e-i(/i.9))iî(J^(0-i(M)) 

= K{9-'{g))B o na{9-'{h)){n9-'{g))) 
= n{9-\g))a{h) o B{Hd-\9))) 
= a{h){T\g-5o)). 

On en déduit que T^ E V\ et puisque B E Autc(VF), l'application 

V ^V\J'^T'^ 

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. Cet isomorphisme ne dépend pas du choix de Sq '■ 
d'après le calcul ci-dessus, pour J^ S V^, on a 

(1.7.1) T^S ■ g) = K{g)E{ô){T{g)) {ÔEH\gEG). 
Pour 7 G g'', soit 11(7) E Autc(V^) l'opérateur défini par 

(1.7.2) n{j){T){g)=J-Hg-i) i^^v). 
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Pour J" G y, 7 = z • (5o G g'' et x, y, g G G, on a 

n{x ■ ^ ■ y){T){g) = T\gxze{y) ■ 5o) 

= n{e-H3xz)y)B{F{e-\gxz)y))) 

= n{y)n{e-\gxz))B{n{y){F){e-\gxz))) 

= K{y)[TT{y){F)]\gx-^) 

= K{y)n{-i)oT:{y){F){gx) 

= K.{y)T:(x) o n(7) o TT{y){F){g). 

L'application G'' -^ Autc(V^), 7 ^^ 11(7) est donc une ^-représentation lisse de G'', telle que 11° = tt. 
On pose 

«indg(I],W^)-(n,T/). 
Notons que l'opérateur A = Tl{So) G IsoinG'(K7r, tt^) est donné par 

A{F){g) = F\g ■ ôo) {FeV,gEG). 

D'après (1.7.1) et (1.7.2), pour J" G y, (5 G iî^ et g, x G G, on a 

n(5 • S){T){x) = «(Int^t {ô)-\xg))^iS)iFilntH, iS)-'ixg)); 

en particulier pour .t = 1, on a 

n{ô ■ g){F){l) = KigMô){F{g)) 

Par construction, les foncteurs '"indgs : m'^{H^) -^ m'-'{G^) et indg : m{H) -^ $R(G) commutent 
aux foncteurs d'oubli, au sens 011 pour toute k- représentation lisse S de H\ on a 

«indgUs)°=indg(S°). 

En particulier, si S est admissible, alors II l'est aussi. 

1.8. Caractères des induites compactes. Continuons avec les notations de 1.7. Fixons une 
mesure de Haar à gauche dih, et notons drh la mesure de Haar à droite AH{h~^)dih sur H. Pour 
toute représentation lisse a de H, on pose (t(/) = a{fdih) (/ G C^{H)), et si a est admissible, on 
note 0cr la distribution sur H définie par dih comme en 1.2. 

Soit di-f = Ôq ■ dig la mesure de Haar à gauche sur G^ associée à dig, et soit diô = Sq ■ dih la 
mesure de Haar à gauche sur iî'' associée à dih. Pour toute K-représentation lisse H de G, on pose 
Ii-{4>) — n{(j)di'-f) {(j) G G^(G'')), et si H est admissible, on note &n la distribution sur G'' définie par 
(i/7 comme en 1.6. De même, pour toute K-représentation lisse T, de H\ on pose S(ç!') = Yj{cf)di5) 
{(j) G G^(iî'')), et si S est admissible, on note 0s la distribution sur iï'' définie par diô. 

Pour toute partie ouverte compacte Q de G, on note 

Gr(G^)^G,°°(G^),0^0o = 0J^ 
l'application linéaire définie par 

Ml) = vol(H n n, drh)-' f n{g)cj){g-' ■ 7 • g)da (7 e G^). 
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Notons que si iî fl 17 est un groupe (par exemple si il est un sous-groupe de G), alors puisque ce 
groupe est compact, on a A//|//no = 1 et vol(iî n ^, drh) = vo\{H n fl, dih). 
Considérons les deux conditions suivantes : 
{i) Le groupe G est compact modulo H. 

(a) Il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que HK = KH . 
Notons que si G est compact modulo iî, et si K est un sous-groupe ouvert compact de G, alors il 
existe une partie ouverte compacte Î7 de G telle que G = HVt et KÇl ~ il. 

(1.8.1) Proposition. — On suppose que les conditions {i) et (ii) sont vérifiées. Choisissons un 
sous-groupe ouvert compact K de G tel que HK — KH , et une partie ouverte compacte Q de G telle 
que G = HVt et KVt = fl. Soit S une n-représentation admissible de H\ et soit H = ''ind^j(S). 
Pour toute fonction cj) G C^{G^), on a la formule de descente 

Démonstration : La démonstration est longue et laborieuse, mais son principe est simple : fixée 
la fonction (j) € C^{G''^), on construit un C-espace vectoriel de dimension finie X et un opérateur 
T e Endc(X), tels que 6n(ç!') = tr(T) ; puis on calcule la trace de T. Soit W l'espace de S, et soit 
V = ind^iW) l'espace de H. Posons a ^ 'E° et B = U{ôo), tt = II° et A = Tl{ôo). 

Puisque Kfi = Çl, Çl est réunion finie de classes à gauches Kg (g E fl). Puisque HK — KH, 
l'ensemble HK est un sous-groupe ouvert de G, et comme G = Hil, il est d'indice fini dans 
G. Choisissons un système de représentants {xi, . . . ,x„} dans O de l'espace quotient HK\G, et 
posons f2' = U"^]^ Kxi (l'union est disjointe). Alors il' est une partie ouverte compacte de G 
vérifiant G = HÇl' et H Oil' = H D K. Posons K' = H O il', et notons X' le C-espace vectoriel des 
fonctions localement constantes il' -^ W. On a une identification canonique X' = G°°(il') (S)c W . 
Puisque G = HQ! , l'application V — > X', F M- J-"|n' identifie V au sous-espace X de X' formé 
des fonctions F' telles que F'{hx) = a{h){F' {x)) pour tout {x,h) G il' x K' . Soit (w, G°°(il')) la 
représentation admissible de K définie par 

uj{k){ip){x) = ip{k-'^x) {keK,Lpe G°°(fl'), X e il'). 

Posons c — vol(-ftr', dih). Le C-cndomorphismc u de X' défini par 

u{^ ®w) = c"i / uj{h){ip) ® (j{h){w)dih [ip G G°°(fl'), X G il') 
JHnK 

est un projecteur sur X; i.e. on a u(X') = X et u\x = id. 

Soit une fonction cf) G C'^{G^). Choisissons deux sous-groupes ouverts distingués Ki et K2 de 
K tels que : 

- G Ge(ifi\GVi^i) et k\k, = 1^ 

- K2<zKi et xt'^K2X^ <Z KiC x:r^Kx, (z = 1, . . . ,n). 

Soit e/fi G C^{G) la fonction vo\{Ki,dig)^^lKi où Ik^ désigne la fonction caractéristique de Ki. 
Puisque (j) G Gc(iiri\G''/^i) et k\ki = 1, on a 

7r(eKj o n((/)) o 7r(eKi) = n(0). 

En particulier, on a 

n(,/.)(y) C ^(6kJ(f) = F^- 
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et posant V{Ki) = {T - n{k){T) : T e V, k e Ki), on a 

n(0)(y(ifi)) = 0. 

D'autre part, puisque xj K2Xi C Ki C x^ Kxi {i ~ 1, . . . , n), on a 

K2n'Ki = Q.'. 

Posons K2 = H n K2, et notons X le sous-espace vectoriel (de dimension finie) C{K2\^') (8) W^^ 
de X'. Alors via l'identification T^ = X, on a l'inclusion V^^ C X. Notons T' l'opérateur 
Il{4>di'y) o u G Endc(X'). Il est de rang fini puisque T'(X') C X; et l'on a 

en(0) = tr(r'). 

Posons T = T'Ix e Endc(X). 

(1.8.2) Lemme. — On a e^(</>) = tr(T). 

Démonstration : Notons W{K'2) le sous-espace vectoriel de W engendré par les w~(7{k){w) pour 
w € W et k ^ K2. On a la décomposition W = W^^®W{K2). De même (en remplaçant (u, W) par 
(w,C°°(t7')), on a la décomposition C°°(ri') = C°°{K2\il') ® C°°(rî')(i^2)- Pour ip e C(X2\^'): 
m; € ly et fc' G iîTj, puisque uj{k'){(p) — (p et Ah\k' = 1, on a 

u{(p (^ (T{k'){w)) ^ c^^ / uj{h){(p) ®a{hk'){w)dih 



K' 



-1 



uj{hk'){ip) ® a{hk'){w)dih, 

K' 



= u{ip (g) w). 

Par conséquent u{C{K2\n') WiK!^)) = 0. 

Via l'identification V = X, V{Ki) s'identifie au sous-espace vectoriel de X formé des fonctions 
T telles que /^ F{xg)dig pour tout x G il'. Or pour ip G C°°(r2'), fc G K2^ w G H^ et x G fl', on a 

u{LLi{k)p Ç^ w){xg)dig = Il uj{hk){p){xg) ® a{h){w)digdih 

Kl JjKixK' 

(p{k^ h^ xg) ® a{h){'w)digdih. 

iKixK' 

Mais pour h G K', on a k^^h^^ ~ h^^k'^^ avec fc' = hkh^^ G -?ir2, et l'on a k'^^x — xk"^^ avec 
fc" = x~^k'x G iiTi ; on peut donc effectuer le changement de variables g ^^ k"g. En définitive, on 
obtient l'égalité 



u{Lo{k)ip ® w){xg)dig = i u{ip ® w){xg)dig. 

Kl J Kl 

Par conséquent u{C°°{Çl'){K2)®W) C V{Ki). Puisque n{(j)da){V{K^)) = 0, on a montré l'égalité 
cherchée : Ç)n{<i>) = tr(T). □ 

Calculons la trace de T. L'application canonique W x W ^ C, {w, w) 1-^ {w, w) induit par 
restriction une identification W^^ — Homc(VF^2^C). Posons X = C{K2\^') (E> W^^, et notons 
X X X ^' C, (J-", J') I— > {T, J-) l'application bilinéaire non dégénérée définie par 



{T,P)= [ {J'{g),^{g))dig = y2^GM [ {T{gx,),f{gx,))d, 
Jiv ^^^ Jk 

Elle induit une identification X — Homc(X,C). 
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(1.8.3) Lemme. — On a tr(T) = Q^{(t)n'\H)- 

Démonstration : Fixons une base *B de W^^ sur C, et soit {w}we^ 1^ base de W^^ duale de 
S. Choisissons un système de représentants {fci, . . . , fc^} dans K des éléments du groupe quotient 
K2\K, et pour j = l,...,s, posons (p'^^ = ^K^kj G C{K2\K). Alors £o = {'^'^^}j=i,...,s est une 
base de C{K2\K) sur C. Pour (p e C^o et i e {1, . . . , n}, notons (fi e C{K2\^') la fonction définie 
par Supp((pi) C Kxi et ifi{kxi) — (p{k) (k G K). Alors € = {f>i}ip(E£„,i=i,...,n est une base de 
C{K2\^') sur C, et £> = {t/; (g) w}^£c^we'S est une base de X sur C. Posons d = vo\{K2,dig). 
Puisque Ag\k = 1, {d^^(A^^V) ® w)}^e€,we'S est la base de X duale de 'D. On a donc 

tr(T) ^d-'J2J2 (TCV' ® w), (AëV) ® ^) 



n „ 

d"^ ^ ^^ / V'(fca;,)(T(V'(X)w)(fcx,),w)dfc 
d"^^^ ^ / ip{k){T{ipi®w){kxi),w)dk, 



i=l wG'S ipeCo 



où l'on a posé dfc = dig\K- Soient tp G C(iir2\0'), w &W et x £ ^'. Posons T — u{tp ^w) ^ V et 
notons T^ G V'' la fonction G^ ^ W, g ■ Ôq ^ K{e-^{g))B{F{e-^{g)) (cf. 1.7). Alors on a 



T(V'«)w)(x)= / 0(7)n(7)(^)(x)(ia 

= AG(e)-i f c^{g-ô,)A{T){xg)dig 



^Aaiey' / 0(x-\9.<5o)A(^)(.9)rfi.9- / 0(x-i • 7)^V7)rfi7- 
jg Jg^ 

Puisque G — Y[i=i HKxi, on a les décompositions G — Y[i=i H9{Kxi) et G^ = Yïi=i ^^ ' ^^i 
D'après (1.5.2), pour i — 1, ... ,n, on a di{"f ■ Xi) — AG{xi)di{'j). Comme 

voi(iy n e{K),dih) = vo\{e{K'),dih) = AHiO)c 

et (1.1.3) Ah(6') == Ag(6'), posant A, = c-^Acixi), on obtient 



T(V' (8) w){x) = V A, // (j){x-^ ■ S ■ kx,)T^{ô ■ kx,)diSdk. 

i=l JJH'ixK 

Or pour 5 G H^, on a (1.7.1) F'^{ô ■ kx,) = K{kx,)T.{S){T{kx,)) et 

Y.{ô){T{kxi)) = c-^ I K{kxi)i}j{k'-^kxi)Y.{ô)o(T{k'){w)dk' 



'K' 

.-1 / ..j.nj-ii 



c-^ K'4i{k'-^kxi)Ys{5-k'){w)dk', 
Jk' 
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OÙ l'on a posé dk' — dih\K' ■ En effectuant les changements de variables 5 ^^ 5 ■ k'^^ (notons que 
di{6 ■ k'^^) ~ /S.H{k'^^)di5 ~ diS) puis k i-î- k'k dans la formule pour T('!/; (g) w){x), on obtient 

T{ip(S)w){x) 

^ è ^» /// '^(^"^ • ^ ■ kx,)K^P{k''^kx,)j:{S ■ k'){w)di5dkdk' 



c 



~y ^i 4>{x ■ ô ■ kxi)Kip{kxi)Y,{6){w)diôdk. 

i=l JJh^xk 

En particulier, si ^p = ipi ei x = koXi pour un (^ G £o, un i G {1, . . . , n} et un fcg G i^, alors on a 
T{(pi (g) w){koXi) = n{xi)/S.i // (/)(a;~"'"fc(7"'" • 5 • kxi) nip{k)T,{5){w)di5dk . 

JJ H'ixK 



Injectons l'égalité ci-dessus dans la formule pour tr(T). On obtient 

tr(T)-d-i^ I ^5){^{5)(w),w)di5 



où 



$((5) = y~^ K(xi)Ai y~^ // f{ko)(p{k)K{k)(f>{x-^kç^^-S-kxi)dkodk. 

Pour i = 1, . . . ,n et (5 G H\ puisque xY^K2Xi G -ft'i, (f) G Cc{Ki\G^/Ki) et «Ik^ = 1, la fonction 

K X K ^C, (fco, fc) ^ K{k)(i){xT^k^^ ■ 5 ■ kxi) 
se factorise à travers K2\K x K2\K. Par définition de la base £o, on a 

n 

$((5) ==d2^K(x,)A, Y^ K{k)f{xr^k-^ -ô-kx,) 

i=\ keK2\K 



n ^ 

— dc^ 2_^i^{xi)^G{xi) / K{k)(f){x^ k^ ) ■ ô ■ kxi)dk 



= dc l K{9)4){g ■ 5 ■ g)dig 

JiV 

volÇTA^ 

Or i^' = HCiil' — HCiK est un groupe compact, par conséquent drh\K' — dih\K' et <i>(<5) = dç!)^' (ô). 
On a donc 



tr(T)= ^ / ^n'{ô){^{ô){w),w)d, 
= Y{^{4>n'\HtidiS){w),w). 



we'B 
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Posons e^,' = vo\{K2,dih)^^lK' ■ Puisque çin'liï* "= Cc{K2\H^ / K2) et kJ^/ == 1, on a 

En particulier, E((/)o/ |^h)(^) ^ ^^' et ^(^fy |j:^i,)(^(^2)) = 0' Par conséquent esC^fî'InO 
coïncide avec la trace de l'opérateur S((/)o/|jLfii) sur W^^. On a donc bien 

tr(T)- 82(^0' IhO D 

D'après (1.8.2) et (1.8.3), on a 

Il ne reste donc plus qu'à remplacer fl' par Q : 

(1.8.4) Lemme. — On a 9s(0o'|iïO = ©sC^îîIhO- 

Démonstration : Puisque G = HVl = HÇî' , on a l'inclusion il C Hit' . Si /ifi n h'il' ^ pour des 
éléments h, h' £ H, alors on a hKxiOh'Kxj ^ pour des indices i, j € {l,...,ri}; par conséquent 
i = j, h~^h' G K et hU,' = h'Çt' . On en déduit qu'il existe des éléments yi, . . . , ym £ H tels que 
il — YïiLi Uj^'- Alors pour ô (i H\ on a 

Mh) = vol(ff n n, drh)-^ Y^ / K(g)<i){g-^ ■ s ■ g)dig 

Mo\{K',drh) V" ^ ^w, ^ -1 \ \ 

= voi(gnii,rf.fe) -^"("^^^"'^"^- -^-y^^- 

Or pour Ç e C^{H^) et y e H, on a (1.6.2) 

es(^0 = AG(y-')A£(y-')es(0- 

Par suite, posant c' = Z^'hc^aX) SJ=i ^^(y^^), on obtient 

0E(0n|ffO = c'eE(0f2'|HO■ 
Mais comme H r\Vl = 'lYjLi VjK' , on a 

m m 

vo\{Hnn,drh) = 'Yvo\{y^K\drh) = ^ Ag(î/7^)vo1(X', dj/i). 

Donc c' = 1. □ 

Cela achève la démonstration de la proposition. [] 

(1.8.5) Corollaire. — On suppose qu'il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que 
G = HK. Soit S une n-représentation admissible de H\ et soit H = '^ind^s(E). Pour toute 
fonction cj) € C^{G^), on a la formule de descente 

en(</>)-es(0K|ffO- 
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(1.8.6) Remarque. — On suppose que les conditions (i) et (m) sont vérifiées. Soit K un sous-groupe 
ouvert compact de G tel que HK = KH. Choisissons un système de représentants {xi, . . . ,x„} 
dans G de l'espace quotient HK\G, et posons fl = U"=i ^^i (l'union est disjointe). On a G = Kfl, 
Kn = netHnn = Hr]K.Et pour (f) e G^{G) et 7 g G^ on a 

Ml) - vol(i7 n i^, d,/i)-i / K{g)<P{g-' ■ 7 • 5)cii5 

Jn 

n 

= ^«;(xOAg(x,)("'<^)k(7)- 

Notons que si le groupe HK est 0-stable (ce qui n'implique pas que K soit ^-stable), alors on 
peut choisir les Xi de telle manière que l'ensemble {xi, . . . ,x„} soit 0-stable. En effet, le groupe 
O = (0* : i G Z) opère sur l'espace quotient HK\G, et pour chaque 0-orbite O dans HK\G, il 
existe un x G G tel que O = Uiez HK9'^{x) (l'union est finie). * 

1.9. Commentaires. La proposition (1.8.1) et son corollaire (1.8.5) ne dépendent pas du choix 
du point-base (5o G G' — rappelons que l'approche classique consiste à fixer l'automorphisme 9 de 
G et à étudier les caractères 0-tordus, ou plus généralement {9, K)-tordus, de G (cf. 1.3). Remplacer 
5q par 5q = X ■ 5q pour un x G G, revient à remplacer 9 = lniQtt{5o) par 9' = IntG(x) o 9. Nous 
n'avons pas fait d'hypothèse sur l'ordre de 9, ni sur l'existence d'une partie ouverte compacte de 
G qui soit 0-stable ; mais l'on pourrait essayer de choisir 5q de telle manière que soit vérifiée l'une 
ou l'autre des conditions suivantes : 

(a) L'automorphisme 9 est d'ordre fini. 

(6) Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le sous-groupe Hiez 9^{K) de G est ouvert. 

(c) Il existe une base de voisinages de 1 dans G formée de sous-groupes ouverts compacts 9- 
stables. 

(d) Il existe un sous-groupe ouvert compact de G qui soit ^-stable. 

(e) Il existe une partie ouverte compacte de G qui soit ^-stable. 

On a les implications (a) => (b) =^ (c) => (d) =^ (e). Signalons quelques propriétés : 

Si 9 est d'ordre fini, alors toute partie compacte i7 de G est contenue dans une partie ouverte 

compacte ^-stable Ù de G. En effet, il suffit de prendre Ù = (IJjgz d{^))K pour un sous-groupe 

ouvert compact 0-stable K de G. 

Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, et si K' est un sous-groupe ouvert de K, alors 

K" = ri/ce-ftr k~^K'k est un sous-groupe ouvert distingué de K. Si de plus K et K' sont ^-stables, 

alors K" l'est aussi. On en déduit que si la condition (c) est vérifiée, alors pour tout sous-groupe 

ouvert compact ^-stable de G, il existe une base de voisinages de 1 dans G formée de sous-groupes 

ouverts ^-stables distingués de K. 

La condition (d) est équivalente à la condition (e)' suivante : il existe un voisinage ouvert 

compact 0-stable de 1 dans G. En effet, si fl est un tel voisinage, alors D, contient un sous-groupe 

ouvert compact K de G, et le sous-groupe K' de G engendré par les 9^{K) pour i G Z, est ouvert 

compact et ^-stable. 

2. Automorphismes d'un groupe réductif connexe 

Dans ce chapitre 2, on fixe un corps commutatif F et une clôture algébrique F de F. On note 
p > 1 l'exposant caractéristique de F ; i.e. p = 1 si la caractéristique car(F) de F est nulle, et 
p — ca,i{F) sinon. La référence adoptée est le livre de Borel [Bor]. Toutes les variétés algébriques 
considérées sont supposées définies sur F, et sont identifiées à leur ensemble de points F-rationncls. 
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À l'exception du n° 2.21, les notions topologiques se réfèrent toujours à la topologie de Zariski. On 
fixe un groupe algébrique affine H, que l'on supposera réductif connexe à partir de 2.5. 

2.1. Groupes algébriques affines; généralités. Soit H° la composante neutre de H; c'est 
un sous-groupe fermé distingué d'indice fini de H [Bor, ch. I, 1.2]. On note R{tl) = iî(H°) et 
iîu(H) = -Ru(H°) le radical et le radical unipotent de H° [Bor, ch. IV, 11.21]. Par définition, R(îi) 
est un sous-groupe fermé distingué de H, connexe et résoluble. D'autre part, comme iîu(H) est 
l'ensemble des éléments unipotents de iî(H), d'après [Bor, ch. 111, 10.6], iîu(H) est un sous-groupe 
fermé distingué de H, connexe et unipotent. 

Soit H' un sous-groupe fermé de H. On note Zh(H') et A^h(H') le centralisateur et le normali- 
sateur de H' dans H [Bor, ch. 1, 1.7] ; ce sont des sous-groupes fermés de H. On note Z(H) le 
centre ZnÇH.) de H. Le quotient H/H' existe [Bor, ch. 11, 6.8], i.e. il existe un morphisme quotient 
H —^ H/H' au sens de [Bor, ch. 11, 6.1], dont les fibres sont les classes hH' pour ft, e H. De plus 
on a [Bor, ch. 11, 6.8] : 

- le quotient H/H' est une variété algébrique lisse quasi-projective ; 

- si H et H' sont définis sur F, alors H/H' l'est aussi, i.e. le morphisme quotient H — > H/H' 
est défini sur F ; 

- si H' est distingué dans H, alors H/H' est un groupe algébrique affine. 
En particulier, le quotient H/H° est un groupe algébrique affine (fini). 

On note Lie(H) = Lie(H°) l'algèbre de Lie^ de H, i.e. l'espace tangent T(H)i = T(H°)i de H 
au point 1 muni de sa structure naturelle d'algèbre de Lie restreinte [Bor, ch. 1, 3.5], et l'on pose 
S) = Lie(H). 

Soit (f) : Hi — !> H2 un morphisme de groupes algébriques, avec Hi et H2 affines. 11 induit par 
restriction un morphisme de groupes algébriques 0° : H^* — > Hg. Le noyau ker(0) et l'image 4){tii) 
de (p sont des sous-groupes fermés de Hi et H2, et l'on a l'égalité (j){lii)° = (/>(H°) [Bor, ch. 1, 
1.4]. On note Lie{(j>) = Lie{(j>°) la différentielle d((/))i : Lic(Hi) — ;> Lie(H2) de (f) au point 1; c'est 
un morphisme d'algèbres de Lie. 

Soit V une variété algébrique non vide (à priori ni affine, ni lisse) munie d'une action algébrique 
de H disons à gauche^ H x V — ;► V, {h,v) 1-^ h ■ v, et soit w £ V. D'après [Bor, ch. 1, 1.8], l'orbite 
H ■ V = {h ■ V : h ^ H} est une variété algébrique lisse, localement fermée dans V. Notons H^ le 
stabilisateur {h <E H : h ■ v = v} de v dans H; c'est un sous-groupe fermé de H. Le morphisme 
de variétés algébriques n^ :H^H-w, ft,i— >-/i-w induit, par passage au quotient, un morphisme 
bijectif de variétés algébriques n^ : H/H^, — >■ H • w, qui n'est en général pas un isomorphisme. 
Précisément, notant T(H • w)„ l'espace tangent de H • w au point u, et d(7r„)i : Sj — > T(H • v)y la 
différentielle de tt^, au point 1, on a les inclusions 

Lie(H„) C ker(d(7r^)i), 
d(7r,)i(iô)cT(H.«),. 

D'après [Bor, ch. AG, 10.1], on a l'égalité 

(2.1.1) dim(H) = dim(H„) + dim(H • v). 

On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes [Bor, ch. 11, 6.7] : 

- TTv est un isomorphisme de variétés algébriques, i.e. H • v est "le" quotient de H par H„ ; 



Dans [Bor, ch. I, 3.5], l'algèbre de Lie de H est notée L(H.). 

Le même discours s'applique bien s(îr aussi à une action à droite. 
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- lïy est séparable ; 

- Lie(Hi,) = ker(d(7ri,)i) ; 

- d(7r,)i(Jo)=T(H-«),. 

Si ces conditions sont vérifiées, on dira aussi (abus de langage) que le morphismc H — > V, h ^^ h-v 
est séparable. Notons que si p — 1, alors tTv est toujours séparable. 

(2.1.2) Exemples. — 

(1) Soit H' un sous-groupe fermé de H. Alors (par définition du quotient H/H') le morphisme 
quotient vr : H — > H/H' est surjectif, ouvert, et séparable : on a Lie(H') = ker(d(7r)i). 

(2) Soit (/i : Hi — > H2 un morphisme de groupes algébriques, avec Hi et H2 affines. Par passage 
au quotient, (f) induit un morphisme de groupes algébriques : Hi/ker((/)) — > (/)(Hi), qui est 
un isomorphisme de groupes abstraits mais n'est en général pas un isomorphisme de groupes 
algébriques. Précisément, on a l'inclusion Lie(kei{<j>)) C ker(Lie(0)) avec égalité si et seulement 
si (j) est séparable, i.e. si et seulement si (f> est un isomorphisme de groupes algébriques. * 

Considérons la représentation adjointe Adn : H — > GL(i3), définie par 

AdH(/i) = Lie(IntH(/i)) (h S H). 

Posons Had = Adn (H) et adn = Lie(AdH) : ^ — > End(Jo). Considérons aussi le groupe quotient 
TT : H ^' H = H/Z(H). D'après la propriété universelle du quotient [Bor, ch. II, 6.3], il existe un 
unique morphisme de variétés algébriques /3 : H — > Had tel que Adn — l3 o tt. De plus, /3 est un 
morphisme de groupes algébriques, et puisque tt est séparable, Adn est séparable si et seulement 
si /3 est séparable. 

(2.1.3) Exemples. — 

(1) Supposons p = 2 et H = SL2. Alors Z(H) = {1}, H = H et Had = PGL2, et le morphisme 
Adn : H -^ Had est un isomorphisme de groupes abstraits mais n'est pas séparable. 

(2) Si p = 1 ou si H est connexe et semisimple, on a toujours l'égalité ZÇH) = ker(AdH). 

(2) Supposons p > 1, et reprenons l'exemple de Chevalley décrit dans [Bor, ch. I, 3.15]. Soit H le 
sous-groupe fermé de (GL3 formé des matrices 



X 











xP 


y 








1 



ip{x,y) =0 xP y \ {xeF'',yeF). 

\0 ij 

On a ip{x, y)ip{x' ,y') — if(xx\ x^y' + y) et (p(a;, y)^"^ — ip{x^'^, —x^Py), d'oii 

(*) IntH(^(x,2/))(^(x',y')) = {x', {1 - x'P)y + xPy'). 

En particulier. Ha = ip{l,F) ~ Ga est distingué dans H, et comme ip{x,y) = ip{x,0)ip{l,y), 
posant Hm — ip{F^ ,0) ~ Gm, on a la décomposition en produit semidirect H = H^ ik Ha. 
Grâce à l'égalité (*), on obtient que ZÇH.} = {1} et ker(AdH) = Ha- D'autre part (à nouveau 
grâce à (*)), l'application commutateur H x H — ;> H, (h, h') t~> Ch{h') = hh'h~^h'~^ est 
donnée par 

c^(.,vM< y')) = (1, (1 - ^'ny - (1 - ^ny')- 

On en déduit que l'algèbre de Lie de H est commutative (bien que H ne soit pas commutatif). 
Par suite l'inclusion 

Lie(Ha) = Lie(ker(AdH)) C ker(adH) ^ ^ 
est stricte, et Adn n'est pas séparable. • 
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2.2. Automorphismes. Appelons F -automorphisme de H un automorphismc du groupe 
algébrique H. On note Aut-p(H) le groupe des F-automorphismes de H, et Int-p(H) le sous- 
groupe distingué de Aut-p(H) formé des automorphismes intérieurs, i.e. ceux qui sont de la forme 
IntH(ft-) : X n> hxh~^ pour un /i ë H. L'application H — > Int-p(H), h ^^ IntH(/i) se factorise en un 
isomorphisme de groupes abstraits H — >■ Int-p(H). Notons que pour r G Aut-p(H) et /i, x G H, on 
a 

(2.2.1) IntH(a;"^) o IntH(/i) oto Intnla;) = Intaix^^ hT{x)) o r. 

On note Out-p(H) le groupe quotient Aut-p(H)/Int-p(H), et Aut^(H) le sous- groupe de Aut-p(H) 
formé des automorphismes dont l'image dans Out-p(H) est d'ordre fini. 

Si H est défini sur F, on note Auti?(H) le groupe des F- automorphismes de H, i.e. le sous-groupe 
de Aut-p (H) formé des automorphismes qui sont définis sur F ; et l'on pose 

Aut5,(H) = AutF(H) n Aut|.(H), 
Inti.(H) = AutF(H) nlnt-p(H). 

Si H et Z{ti) sont définis sur F, alors H l'est aussi [Bor, ch. II, 6.8], et via l'identification 
Int-p(H) = H, Intj?(H) coïncide avec le groupe H(i^) des points i^-rationnels de H. 

(2.2.2) Remarques. — 

(1) Si H est réductif connexe, on verra plus loin que la projection canonique Aut-p (H) — > Out-p(H) 
est scindée (2.5.3). 

(2) Si H est un tore, alors on a Aut-p(H) = Out-p(H) ~ Gi(X*(H)) oit X*(H) désigne le groupe 
des caractères algébriques de H. En particulier si H est un tore de dimension 1, alors le seul 
.F-automorphisme non trivial de H est le passage à l'inverse 1 1— > t^^. 

(3) Si H est un tore défini et déployé sur F, alors on a Aut-p (H) = Auti?(H). • 

Soit r G Aut-p (H). Par restriction, r induit un _F- automorphisme de H°, que l'on note t°. 
L'ensemble Ht = {/i g H : T{h) = h} est un sous-groupe fermé de H, et H° = (îIt)° est un sous- 
groupe fermé de H° qui coïncide avec (H°)°c.. Notons 1 — r : H ^ H le morphismc de variétés 
algébriques h i~^ hT{h)^^, et posons 

H(l - r) = {hT{h)-^ : /i G H} (= {h^^T{h) : h G H}). 

D'après 2.1, H(l — r) est une variété algébrique lisse, localement fermée dans H. Remarquons que 
si H est commutatif, alors 1 — t est un morphisme de groupes algébriques, H^ = ker(l — r), et 
H(l — t) — Im(l — r) est un sous-groupe fermé de H. Revenons au cas général. Par passage au 
quotient, 1 — r induit un morphisme bijectif de variétés algébriques 1 — t : H/Ht -^ H(l — r), qui 
n'est en général pas un isomorphisme. Posons i^,- = ker(idj5 — Lie(T)). A nouveau d'après ce qui 
précède, on a l'inclusion Lie(Hr) C ^t avec égalité si et seulement si 1 — r est séparable, i.e. si et 
seulement si 1 — r est un isomorphisme de variétés algébriques. 

Si J est un sous-groupe fermé de H tel que t(J) = J, alors la restriction a = r|j appartient à 
Aut-p(J), et l'on pose 3r = 3a, J° = J^i J(l ^ 't) — J(l ^ ^): etc. Pour /i G H et r = ïntH{h), on 
a r° = IntH" (h), et l'on pose H^ = H^ et H^^ == H°. 

Puisque H est affine, pour ft, G H, on a la décomposition de Jordan [Bor, ch. I, 4.4] h — hsh^ 
avec hg (z a scmisimple, /lu G H unipotent, et /ly G H^^ ; cette décomposition est unique. Si de 
plus H est défini sur F, d'après loc. cit., pour h G H(F), /ig et hu appartiennent à H(FP ). 
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(2.2.3) Remarques. — 

(1) Pour h e H°, on a. hs, h e H^^ [Bor, ch. IV, 11.12] donc K £ H^^. 

(2) Supposons p = 1. Puisque le groupe algébrique affine H/H° est fini, il est formé d'éléments 
semisimples. Par conséquent tout élément unipotcnt de H appartient à H°. En particulier 
pour /i G H, on a /lu e H^^. 

2.3. Groupes diagonalisables et tores. On note Gm le groupe algébrique affine F^, et pour 
k € Z>i, on pose G^ = Gm x ••■ x Gm {k fois). Soit D un groupe diagonalisable, c'est-à-dire 
un groupe algébrique affine isomorphe à un sous-groupe fermé de Gm pour un entier k > 1. On 
appelle caractère algébrique de D un morphisme de groupes algébriques D — > Gm- On note X*(D) 
le groupe des caractères algébriques de D. C'est un Z-module de type fini, sans p-torsion si p > 1, 
et l'on a une identification canonique : 

D = Homz(X*(D),F^). 

Tout sous-groupe fermé de D est un groupe diagonalisable. Pour tout morphisme de groupes 
algébriques : D — s> H, l'image (fiÇD) est un groupe diagonalisable. En particulier, pour tout sous- 
groupe fermé D' de D, le quotient D/D' est un groupe diagonalisable, de groupe des caractères 

X*(D/D')-{xeX*(D):x|D'-id}. 

La composante neutre D° de D est un tore, de groupe des caractères X*(D°) = X*(D)/X*(D)tor 
011 X*(D)tor désigne le sous- module de torsion de X*(D). On a X*(D/D°) = X*(D)tor, et d'après 
[Bor, ch. III, 8.7], il existe un sous-groupe fermé fini îl de D tel que le morphisme produit 
D° X ri — > D soit un isomorphisme de groupes algébriques. Notons que pour tout morphisme 
de groupes algébriques ci : D ^ H, le groupe 0(D°) = 0(D)° est un tore. 

Soit : D -T- D' un morphisme de groupes algébriques, avec D et D' diagonalisables. Il induit 
un morphisme de Z-modules 

0«:X*(D')^X*(D),x'->X°</'. 

Cela définit un fondeur contravariant de la catégorie des groupes diagonalisables dans celle 
des Z-modules de type fini. D'après [Bor, ch. III, 8.3], ce foncteur est pleinement fidèle. On a 
X*(0(D)) = X*(D')/ker(0«), et X*(ker((/))) coïncide avec : 

- coker{(p^) si p — 1; 

- le quotient de coker(0'*) par sa p-torsion si p > 1. 

Si p > 1, (f> est séparable si et seulement si le Z-module coker{(f)^) est sans p-torsion. 

(2.3.1) Exemple. — Soit T un tore, et soit m un entier > 1. Considérons le morphisme de groupes 
algébriques ç!) : T — > T défini par ç!)(x) — x™. On a : 

- </.(T)=T; 

- si {m,p) = 1, alors (j) est séparable et le noyau ker((/)) est isomorphe (comme groupe abstrait) 
à (Z/toZ)'1™(t) . 

- si p > 1 et m ^ p^ pour un entier r, alors ker((/)) = {1} et Lie(0) =0. * 

Soit T un tore, et soit t g Aut-p(T). Alors 1 — t est un morphisme de groupes algébriques, et 
puisque le groupe T(l — t) — Im(l — t) est connexe, c'est un tore. Soit q^ : T ^ T/T(l — r) le 
morphisme quotient. On a la suite exacte longue de groupes algébriques : 

1 ^ T^ ^ T -^^^ T -^ T/T(l - r) ^ 1. 
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Posons 1 = Lic(T). D'après 2.1, on a l'inclusion Lie(T^) C 1t{~ kcr(id2: — Lic(r))) avec égalité si 
et seulement si 1 — r est séparable. 

Supposons de plus que r soit d'ordre fini m. Alors (t')™ est l'identité de X*(T). Soit A/^ : T — > T 
le niorphisnie de groupes algébriques défini par 

AA,(i)=ÉT(i)---T™-l(i). 

Puisque (1 - r)» = id - r« et 7V| = id + r« + • ■ • + (t«)"-i, on a Ini(id - r») C ker(A/'|) et 

A/'|(x)-mxeIm(id-r«) (x G X*(T)). 

Par suite, le quotient ker(A/'|)/Ini(id — r") est un Z-module de torsion d'exposant divisant m. 
D'autre part, X*(T,-/T°) — X*(TT)tor coïncide avec la p'-torsion de coker(id — t"); oii par p'- 
torsion on entend : 

- la torsion si p = 1 ; 

- le quotient de la torsion par la p-torsion si p > 1. 

Comme A/^CT) est un tore, le quotient X*(T)/ker(A/'|) = X*(A/'t(T)) est sans torsion. Par suite, 
X*(T^/T°) coïncide avec la p'-torsion de ker(A/'|)/Im(id - r'). D'où le 

(2.3.2) Lemme. — Soit T un tore, et soit r un F-automorphisme de T d'ordre fini m. Alors 
l'exposant de T,-/T° = Homz(X(TT)tor,^^) divise m. 

(2.3.3) Remarque. — Soit r e Aut-p(H) et soit T un tore r-stable de H. Notons r' la restriction 
de r à T. Puisque ^h(T)° = 2'h(T)° [Bor, ch. III, 8.10, cor. 2], le groupe 7Vh(T)/Zh(T) est fini. 
Par conséquent si t S Aut-p(H), alors r' est d'ordre fini. * 

2.4. Automorphismes semisimples et unipotents. Un F-automorphisme r de H est dit 
localement fini^ s'il existe un morphismc de groupes algébriques i : H — > GL„ = GLn{F) qui soit 
un isomorphisme (de groupes algébriques) de H sur un sous-groupe fermé de GL„, et un élément 
g G GL„, tels que pour tout /i € H, on ait l o T{h) — gi{h)g~^. 

Soit T un _F-automorphisme localement fini de H. On définit comme suit la décomposition de 
Jordan r = TgOTu de r. Choisissons t : H -^ GL„ et g comme ci-dessus, et posons H' = t(H) C GL„. 
Soit g — gsffu la décomposition de Jordan de g (dans GL„). Puisque g G iVGL„ (H*^) et que iVGL„ (H*^) 
est un sous-groupe fermé de GL„, on a gs, gu G Ngl„ (H'). Notons r^ et r^ les éléments de Aut-p(H') 
déduit de IntGL„(5s) et IntGL„(3u) par restriction, et posons Tg ~ i^^ o r^ o t et Tu = l~^ o t^ o t. 
Les F-automorphismes Tg et Tu de H sont bien définis, i.e. ils ne dépendent pas des choix de l 
et g. En effet fixe l, l'image g de g dans le groupe algébrique affine H' ~ AfGL„(H')/ZGL„(H') 
est déterminée de manière unique par t, et si ^ = ^sffu est la décomposition de Jordan de g dans 
H', alors IntH'(3s) et IntH'(ffu) définissent des F-automorphismes de H', qui coïncident avec t^ 
et Tu ; d'où l'indépendance par rapport au choix de g. Si maintenant ti : H — > GL^ est un autre 
morphisme de groupes algébriques qui soit un isomorphisme sur un sous-groupe fermé H'^ de GL^, 
alors en considérant le morphisme H — > GL„ x GL„i — >■ Gr'Ln+m composé du morphisme produit 
t X ti et de l'injection diagonale par blocs, on obtient l'indépendance par rapport au choix de i 
(grâce à l'indépendance par rapport au choix de g déjà montrée). 



On peut vérifier que cette notion est équivalente à la suivante (cf. [Bor, ch. I, convention pp. 81/82]) : l'algèbre 
affine -F[H] de H est réunion de sous-espaces r'-stables de dimension finie, où r" désigne l'autoniorphisme de -F[H] 
défini par T'i(f){h) = f{T{h)) pour / G ^[H] et /i e H. 



27 

Par construction, on a la décomposition r = Tg o Tu = Tu o Ts, et Tg et Tu sont localement finis. 
Cette décomposition est unique (car la décomposition de Jordan de g est unique). En particulier, 
si J est un sous-groupe fermé r-stable de H, alors Ts(J) = J et Tu(J) = J. Enfin si H est défini sur 
i^ et T e Auti?(H), alors on peut choisir i. défini sur F, et Ts et Tu sont définis sur F^ 

Pour /i e H, on a bien siir IntH(ft.)s — IntH(ft.s) et IntH(ft-)u — IntH(/iu)- 

Un F-automorphisme localement fini t de H est dit semisimple si t = Tg, et unipotent si t = Tu. 

Si T est un F-automorphisme localement fini de H, alors le F-automorphisme t° de H° est 
localement fini, et l'on a (t°)s = (ts)° et (t°)u = (tu)°. On pose donc t° = (ts)° et t° = (tu)°. 

Si T G Aut^(H°), alors il existe un groupe algébrique affine H' de composante neutre H°, tel que 
T = IntH'(^')lH° pour un élément /i' G H' ; en particulier, t est localement fini. En effet (voir aussi 
plus loin, 3.4), soit l l'ordre de l'image de t dans Out-p(H°). Choisissons un élément h G H° tel que 
t' = IntH° {h) . Notons H° x: (t) le produit semidirect (dans la catégorie des groupes) de H° par le 
groupe abstrait engendré par t, et C le sous-groupe cyclique de H° x (t) engendré par /i~^ x t'. 
Alors C est distingué dans H° xi (t), et le groupe quotient H' = (H° x (t))/C est naturellement 
muni d'une structure de groupe algébrique afhne de composante neutre H°. On prend alors pour 
h' l'image de 1 x t dans H'. Soit maintenant h' = h'Ji'^ la décomposition de Jordan de h' dans H'. 
On a Ts = IntH'(^s)|H<' et Ts = IntH'(/iu)|H°- 

(2.4.1) Remarque. — Soit t g Aut-p(H). Si p > 0, alors t est unipotent si et seulement s'il existe 
un entier fc > 1 tel que t^ = idn. Si p = 1 et t est d'ordre fini, alors t est semisimple. -k 

(2.4.2) Remarque. — Soit T un tore. D'après (2.3.3), un F-automorphisme de T est localement 
fini si et seulement s'il est d'ordre fini. Par suite si p = 1, tout automorphisme localement fini de 
T est semisimple. • 

(2.4.3) Proposition. — Soit T un tore, et soit t un F -automorphisme unipotent de T. Alors T^ 
est connexe, et le morphisme produit T^- x T(l — t) — >T est bijectif. 

Démonstration : Si p = 1, alors t ~ idn (2.4.2) et il n'y rien à démontrer. On suppose 
donc p > 1 et T 7^ idn. Alors t est d'ordre fini p'^ pour un entier k > l. Puisque Tt-/T° = 
Homz(X*(T,-)tor,-F'^) et X*(Tt-) est sans p-torsion, les éléments de T,-/T° sont d'ordre premier 
à p. Comme d'autre part l'exposant de T^/T° divise / (2.3.2), on a T^/T° = {!}, i.c. T^ est 
connexe. Notons TVV le morphisme de groupes algébriques T — > T, i i-> tT{t) ■ ■ ■ tP ^^{t). Puisque 
ker(A/'|)/Im(id — t") est un groupe de p-torsion, on a JVr{T) — ker(l — t) — Tr- De la même 
manière, comme 

Afr{t)=tP'' {modT{l-T)) (tGT), 

ker(A/'T-)/T(l — t) est un groupe de torsion d'exposant divisant p'^, et donc ker(A/'T) = T(l — t). 
Puisque T^ fl T(l - t) = {i G T : t'P" = 1}, on a T^ fl T(l - t) = {1}, et le morphisme produit 
fi : Tr X T(l — t) — ^ T est injcctif. L'image Tt-T(1 — t) = m(Tt x T(l — t)) est un sous-groupe 
fermé connexe de T; c'est donc un tore. Puisque T^ = JVr(T) et T(l — t) = kcriJ^r), on a 

dim(T^T(l - t)) = dim(T^) + dim(T(l - t)) = dim(T), 

et n est surjectif. D'où l'égalité T^T(1 - t) = T. □ 

(2.4.4) Remarque. — Soient T et t comme en (2.4.3). Le morphisme produit ^ : T^ xT(l — t) -^ T 
n'est en général pas un isomorphisme de groupes algébriques. En effet, prenons par exemple p = 2, 
T = Gm X Gni et T{x,y) = {y,x). Puisque t^ = idx, t est unipotent. Pour (x, y) G F^ x F^ , 
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notant z e F^ l'clémcnt tel que xy = z^, on a (x, y) — {z, z){z"^x,zx^^) E Tt-T(1 — r). Mais 
puisque Lie(TT-) = Lie(T(l — t)) = kcr(l + Lie(T)) est strictement contenu dans Lie(T), Lie(/x) 
n'est pas bijcctif, et fj, n'est pas séparable. * 

2.5. Groupes réductifs connexes. On suppose désormais, et jusqu'à la fin du ch. 2, que H 

est réductif connexe. On note H^or le groupe dérivé de H, et C(H) = H/H^cr le coccntrc de 
H. Rappelons que l'on a posé ^ = Lie(H) et H = H/Z(H). On pose aussi iôdor — Lic(H(jor): 
3 = Lie(iî(H)), € = Lie(C(H)) et Hder - Hder/^(Hdor). 

Le radical iî(H) coïncide avec le tore Z(H)° [Bor, ch. IV, 11.21]. D'autre part le morphisme 
produit p : RÇH) x Hdcr — > H est surjectif, et d'après [Bor, ch. V, 22,4], c'est une isogénie centrale, 
i.e. il vérifie les deux propriétés suivantes : 

- ker(p) est fini et central dans R(H.) x Hdcr ; 

- ker(Lie(p)) est central dans 3 x ijdor {— Lie(iî(H) x Hdcr))- 
Notons qu'en général, p n'est pas séparable. 

Puisque H = iî(H)Hdcr = 2'(H)Hdcr et Hdcr n Z(H) = Z(Hdcr), l'inclusion Hdcr C H induit 
par passage aux quotients une identification Hdcr = H. Notons aussi que la représentation adjointe 
Adn induit par restriction une isogénie centrale Hdcr -^ Had- 

Si T est un tore maximal de H, alors posant T' = T n Hdcr, l'inclusion T C H induit par 
passage aux quotients un isomorphisme de groupes algébriques T/T' — ^ CÇH). Or T'° est un tore 
maximal de Hdcr, et comme T' C Zh^^, (T'°) ~ T'°, on a T' = T'°. Par conséquent le cocentre 
C(H) est un tore. 

On a l'inclusion 3 + -Qdcr C S) avec égalité si et seulement si p est séparable, auquel cas on a 
la décomposition i^ = 3 © -^dcr- En général (i.e. que p soit ou non séparable), si T est un tore 
maximal de H, d'après [Bor, ch. V, 22.5] on a l'égalité 

(2.5.1) i3 = Lie(T) + ijdcr. 

Soit T G Aut-p(H). Alors r induit par restriction des F-automorphismes Tccnt de R(ii) et Tdcr 
de Hdcr- Puisque Hdcr est semisimple, le groupe Out-pr(Hder) est fini, par conséquent on a l'égalité 
Aut-p(Hdcr) = Aut^(Hdcr)- D'après (2.4.2), les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

- T est localement fini ; 

- T e Aut|.(H) ; 

- Tccnt est d'ordre fini. 

Posons Lic(T)ccnt = Lie(Tccnt) e GL(3) et Lie(T)dcr = Lie(Tdcr) e GL(iôdcr)- Alors pour z 6 Z(H.) 
et h' G Hdcr, on a 

{Adu{zh) O Lie(T))ccnt = Lic(T)ccnt, 

{AdH{zh') o Lic(T))dcr = AdHd„(^') ° Lic(T)dcr- 

Notons que si p est séparable, alors on a la décomposition Lie(r) = Lic(T)ccnt + Lie(T)dcr- 

Puisque le morphisme quotient tt : H — > C(H) est séparable, Lie(7r) induit une identification 
^/^dcr = C. Notons Tcoccnt le F-automorphismc de C(H) déduit de t par passage au quotient, 
et posons Lie(T)coccnt =^ Lie(Tcoccnt) ; c'est l'élément de GL(£) déduit de Lie(r) par passage au 
quotient. Pour /i e H, notons c/i : H — > H l'application commutateur x h-> hxh~^x~^ ; c'est un 
morphisme de variétés algébriques, dont l'image est contenue dans Hdcr- Puisque sa différentielle 
au point 1 est donnée par d(Qi)i — Adii{h) — idjj, on a l'inclusion {Adii{h) — id)^)(i3) C i^dcr, d'oii 
l'égalité 

{Aduih) o Lie(r))coccnt = Lie(r)cocont- 
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Soit P le sous-groupe parabolique de GL{S)) formé des éléments $ tels que $(iôdcr) = -^dcr- 
Alors U = iîu(IP) est donné par 

U = {$ e P : ($ - ids-,){<Ô) C iÔdcr et ($ - idy3)(i5dcr) = 0}, 

et P/U — GL(i3dor) X GL(£). De plus, Lie(r) appartient à P, et (Lie(T)dor,Lie(T)cocont) coïncide 
avec l'image de Lie(T) par le morphisme quotient P -^ P/U. 

(2.5.2) Lemme. — Soit T G Aut-p(H). On a (Hdcr)°,„, = (H° n Hder)° et H° = iî(H)°(Hdcr)°. 

Démonstration : La première égalité est claire, puisque îIt^^^^ = Ht n Hdor- Quant à la seconde 
égalité, posons R' = Hdcr H R(H.) C Z(Hdcr), et soit h e H^. Écrivons h — zh' avec z G ^(H) et 
h' G Hdcr- Puisque r(/i) = /i, on a h'~^T{h') = zt{z)~^ G R' et l'image de zt{z)~^ dans le groupe 
quotient RyR'(l — r) ne dépend pas de la décomposition h ~ zh' choisie; on note Zh cette image. 
L'application 

Ht ^ R'/R'(l -t), h^ Zh 

ainsi définie, est un morphisme de groupes algébriques de noyau _R(H)T(Hdcr)T- Comme le groupe 
quotient RyR'(f — r) est fini, iî(H)T-(Hdor)T est un sous-groupe fermé d'indice fini de H^. D'oii 
l'inclusion [Bor, ch. I, f.2] H° C iî(H)T(Hdcr)r, puis l'égalité H° = [iî(H)T(Hdcr)r]°- Comme 
[iî(H)T-(Hdor)r]° coïncide avec l'image de [R{îl)r x (Hdor)T]° = -R(H)° x (Hdcr)° par le morphisme 
produit R{îi)r X (Hdcr)r ^ H^, OU a bien H° = iî(H)°(Hdor)r- D 

Choisissons un sous-groupe de Borel B de H et un tore maximal T de B. Notons $ = $(T, H) 
l'ensemble des racines de T dans H, $+ = ^(T, B) le sous-ensemble de $ formé des racines de T 
dans B, et A = A(T,B) la base de $ formée des racines simples de $+. Pour a G $, on note Uq 
le sous-groupe unipotent de H associé à la racine a. Pour chaque a G A, choisissons un élément 
Ua G Uq, \ {f}. Alors Out-p(H) est isomorphe au sous-groupe 2t = Aut-p(H, B, T, {u^jagA} de 
Aut-p(H) formé des F-automorphismes qui stabilisent B, T et la famille {ua}aeA [Sp, prop. 2.13] ; 
i.e. on a la décomposition en produit semidirect 

(2.5.3) Aut;p(H) = Int-p(H) x 21 

Pour a G A, notons Ca : Ga ~^ U^ V épinglage de U^ défini par u^, i.e. l'unique isomorphisme de 
groupes algébriques tel que 

teaix)t-'^ ^ ea{a{t)x) (x G F, i G T) 

6^(1) =Uq 

Si T G Aut-p(H) stabilise la paire (B, T), alors t opère par permutation sur l'ensemble A, et pour 
chaque a G A, il existe un (unique) j/t-.q G F tel que 

T O ea{x) ^ er{a)iyT,aX) {x ^ F); 

par suite r G 21 si et seulement si yr,a = 1 (a G A). On a donc 21 — Aut-p(H, B, T, {eajagA}- 
Choisissons une autre famille {m* G U^ \ {1} : a G A}, et notons 21* et e* {a G A) les objets 
définis comme ci-dessus en remplaçant {ua}aeA par {u*}^^^- Pour chaque a G A, il existe un 
unique ya & F tel que e* (i) = ea{yat). Choisissons un i* G T tel que pour chaque a G A, on ait 
a{t*) = y a- Alors on a IntH(i*) o Bq, = e* (a G A). D'oii un isomorphisme de groupes 

21 ^ 2t*, T h^ T* = IntH(t*) o T o IntH(t*)"\ 
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qui permet de passer de la décomposition (2.5.3) à la dccomposition Aut-p(H) = Int-p(H) xi 21* : 
pour ft, e H et r e 21, on a 

IntH(/i) o r = IntiiihT{t*)t*-^) o r*. 

Soit 

TT : H ^ Hdcr 

le revêtement universel de Hdcr [T, 2.6.1] : le groupe H est semisimple et simplement connexe, et 
TT est une isogénie centrale. Posons B' = B n Hdcr et T' = T n Hdcr ; ce sont respectivement un 
sous-groupe de Borel et un tore maximal de Hdcr- D'après [Bor, ch. V, 22.6], les images réciproques 
B de de B', et T de T', par n sont respectivement un sous-groupe de Borel et un tore maximal de 
H. De plus (loc. cit.), l'application 

X*(T') ^ X*(T), X ^ 7r«(x) - X ° (^Iç) 
induit une application bijective 

$' = $(T',Hder)^$(T,H) = $, 

et pour a G $', n induit par restriction un isomorphisme de groupes algébriques V^tta) ^^ Uq,. 
D'autre part, l'application X*(T) — > X*(T'), X '^ x' = x\t' induit une application bijective 
$ ^ $', et pour a G $, on a Uq, = Uq,/ C Hdcr- On peut donc identifier $ et $'. Pour chaque 
a G A, posons ûa ~ Tr^^{ua) G XJj^tttay Comme l'ensemble {7r'(a) : a G A} coïncide avec la 
base A(T, B) de <& associée à B, on peut poser 2t = Aut-p{îl,li,T,{ûa}aeA)- On pose aussi 
21' = Aut^(Hdcr, B', T', {u„}„eA). 

(2.5.4) Lemme [St, 9.16]. — Soit t g Aut-p(Hdcr)- H existe un unique f G Aut-p(H) relevant t , i.e. 
vérifiant t: o t = f o tt. 

L'unicité du relèvement entraîne que l'application 

(2.5.5) Aut;p(Hdcr) -^ Aut-p(H), t ^t 

est un morphisme de groupes. Si r G Aut-p(Hdcr) stabilise B' et T', alors par construction, son 
relèvement f à H stabilise B et T ; par conséquent l'application (2.5.5) induit un isomorphisme de 
groupes 21' — ?■ 21. D'autre part n induit par passage aux quotients un morphisme bijectif de groupes 
algébriques tt : H/Z(H) -^ Hdcr/^(Hdor), qui n'est en général pas un isomorphisme. On en déduit 
que l'application (2.5.5) induit un isomorphisme de groupes Int-p(H) — ^ Int-p(H). L'application 

(2.5.5) est donc un isomorphisme de groupes, qui préserve la décomposition (2.5.3) pour Hdcr et 
pour H. 

(2.5.6) Exemple. — Soitjl (= Hdcr) le groupe P(GL2 = GL2/Z, où Z = Z{GL,2) ^ Gm. Alors le 
revêtement universel tt : H = SL2 — > H est le composé de l'inclusion SL2 C GL2 et du morphisme 
quotient GL2 — > PGL2. Si F est de caractéristique 2, le morphisme tt est bijectif (on a tt = tt) mais 
n'est pas séparable (cf. [Bor, ch. III, 10.8, rem. p. 144]). • 

2.6. Automorphismes quasi-semisimples. Commençons par le résultat bien connu suivant, 
dû à Steinberg : 
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(2.6.1) Théorème [St, 7.2]. — Tout F-automorphisme de H stabilise un sous-groupe de Borel de 
H. 

On appelle paire de Borel de H une paire (B, T) formée d'un sous-groupe de Borel B de H et 
d'un tore maximal T de B. Le groupe Aut-p7(H) opère naturellement sur l'ensemble des paires de 
Borel de H : si T G Aut-p(H) et (B, T) est une paire de Borel de H, on pose t(B, T) = (t(B), t(T)). 
Rappelons que toutes les paires de Borel de H sont dans la même orbite sous Int-p(H). 

Un i^-automorphisme de H est dit quasi-semisimple s'il stabilise une paire de Borel de H. Si 
T G Aut-p(H), alors t est quasi-semisimple si et seulement si Tdd. est quasi-semisimple. 

Si /i G H, alors Intii{h) est quasi-semisimple si et seulement si h est semisimple. 

Si T G Aut-p(H) est quasi-semisimple, un tore maximal T-stable T de H est dit r-admissible s'il 
est contenu dans un sous-groupe de Borel r-stable de H. Si t stabilise une paire de Borel (B,T) 
de H, alors r stabilise aussi la paire de Borel (B^, T) de H opposée à (B, T), où B" est l'unique 
sous-groupe de Borel contenant T tel que B^ n B = T. 

Soit T G Aut-p(H). Alors il existe un ft, G H tel que le _F-automorphisme IntH(^) o r de H soit 
quasi-semisimple. Plus précisément, on a le 

(2.6.2) Lemme. — Soit r G Aut-p(H), et soit (B,T) une paire de Borel de H telle que t(B) = B. 
Alors il existe un unique u G iîu(B) tel que IntH(w) o t(B, T) = (B, T). 

Démonstration : Puisque t(T) est un tore maximal de B, il existe un unique u G -Ru(B) tel que 
t(T) = IntH(M"^)(T). D'où le lemme. □ 

(2.6.3) Théorème [DM1, théo. 1.8, prop. 1.11 et 1.12]. - Soit r un F-automorphisme quasi-semi- 
simple de H. 

(1) Le groupe H° est réductij, et le groupe Hr/H° est formé d'éléments semisimples. 

(2) Soit P un sous-groupe parabolique T-stable de H. Il existe une composante de Levi de P qui 
soit T-stable. 

(S) Soient P un sous-groupe parabolique T-stable de H, et L une composante de Levi T-stable de 
P. Posons U = iîu(P)- Alors U^ est connexe, P" = P n H° est un sous-groupe parabolique 
de H° de radical unipotent Vr, ei L" = L n H° est une composante de Levi de PK 

(4) Soit (B, T) une paire de Borel T-stable de H. Alors (B», T") = (BnH°, TnH°) est une paire 
de Borel de H° . Réciproquement, si (B', T') est une paire de Borel de H°, alors T = Zh(T') 
est un tore maximal T-stable de H, et il existe un sous-groupe de Borel T-stable B rfe H tel 
que B« G B et T C B. 

(5) Soit H' un sous-groupe fermé réductif connexe de rang maximal de H. Si H' est T-stable et 
si VL'" est un sous- groupe de rang maximal de H°, alors la restriction de r à H' est encore 
quasi-semisimple. 

(2.6.4) Remarque. — D'après (1), tout élément unipotent de H^ appartient à H°. En particulier 
si p > 1, alors l'ordre du groupe fini Ht-/H° est premier à p. 

D'après (4), l'application T'^ i— > Zh(T'') est une bijection entre l'ensemble des tores maximaux 
de H° et l'ensemble des tores maximaux r-admissibles de H. En particulier, si H° est central dans 
H, alors H est un tore. 

D'après (3), le point (5) s'applique en particulier à toute composante de Levi r-stable H' = L 
d'un sous-groupe parabolique r-stable P de H. Notons aussi que puisque L n H° est connexe, on 
aL° =LnH° et P° =PnH°. • 
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(2.6.5) Remarque. — Supposons H scmisimple, et soit r un i^-automorphisme quasi-semisimple 
de H. D'après [St, cor. 9.4] le groupe H^/H° est abélien. Si de plus H est simplement connexe, 
alors d'après [St, theo. 8.2], le groupe H,- est connexe. • 



(2.6.6) Proposition. — Soient r G Aut-p(H) quasi-semisimple, (B,T) une paire de Borel T-stable 
de H, etJJ = _Ru(B). Le morphisme U — > U, 7i H> ut{u)^^ est séparable. 



Démonstration : L'application U x U — ;> U, (m, w) n> u ■ u = uvt{u)^^ est une action algébrique 
de U sur lui-même. Posant TTy{u) = u ■ v {u, v <E XJ), i\ s'agit de montrer que pour w = 1, le 
morphisme tti = (1 — t)|u : U ^ U est séparable. En d'autres termes (cf. 2.1), il s'agit d'établir 
l'égalité UcÇUr) = ker(id - Lie(r); Lie(U)). 

Soit TT : H ^ Hdor le revêtement universel de Hdor (cf. 2.5), et soit f € Aut-p(H) le relèvement 
de r à H. Notons B, T et U les images réciproques de B n Hdcr, T n Hdor et U par n. Alors on a 
(cf. 2.5) : 

- f stabilise la paire de Borel (B, T) de H; 

- TT induit un isomorphisme de groupes algébriques U — > U ; 

- pour ù G U et u = 7r(-û) G U, on a TT(ùf(ù)~^) = ut{u)^^. 

On peut donc supposer H semisimple et simplement connexe. Puisque r est quasi-semisimple, le 
groupe Ht- est connexe (2.6.5). En particulier, S = T-r (= T n Ht-) est un tore maximal de H^.. 
D'après [T, 3.1.2], H se décompose en un produit direct H = Hi x • • • x H„ où chaque H^ est 
un groupe semisimple simplement connexe et presque simple, et cette décomposition est unique à 
permutation des H, près. L'unicité de la décomposition implique que r permute les facteurs Hj. 
On peut donc supposer H presque simple (et toujours semisimple simplement connexe). 

Posons $ = $(T, H) et $+ = ^(T, B) comme en 2.5. Pour chaque racine a G $, notons ^(a) le 
sous-ensemble de $ formé des racines /3 dont la restriction à S est proportionnelle à a|s ; i-e. telles 
que /3|s G M.a\s C M (E)z X*(S). On distingue deux cas (cf. la démonstration de [St, theo. 8.2]) : 

Cas I : $(a) est une r-orbite, i.e. il existe un entier ^ > 1 tel que <i>(a) — {a, r(a), . . . , t'^^(q;)}, 
r'(a) — a, r*(a) ^ a ei a + t'^o) ^ $ pour i = 1,...,Z — 1; 

Cas II : $(q;) — {a,T{a),a + r(a)}, T{a) ^ a, T^(a) = a ci a -\- T{a) G $ (ce qui n'est possible 
que si $ est de type ^2n)- 

Notons U$(q) le sous-groupe de H engendré par les U^ pour j3 G $(«). Le groupe U est le produit 
direct, pris dans n'importe quel ordre, des groupes Uq, pour a G ^^ [Bor, ch. IV, 14.4]. On peut 
donc choisir un sous-ensemble ^ de $+ tel que U soit le produit direct, pris dans n'importe quel 
ordre, des groupes \5^[a) pour a G ^. D'après le théorème (2.6.3), le groupe U,- = U n Ht- est 
connexe et c'est le radical unipotent du sous-groupe de Borel B^ = B n H,- de H,-. Pour chaque 
racine a G ^, le groupe U$(cj) est T-stable, et U,- est le produit direct (pris dans n'importe quel 
ordre) des U$(q,) t- = U$(„) n U,- pour a G ^. Le morphisme 1 — r : U — ^ U induit, pour chaque 
a G ^, un morphisme 1 — r : U$(q,) — > U$/„), et il suffit de montrer que chacun des morphismes 
(1 — t)\\j^, est séparable. Fixons donc une racine a G ^ et posons p = (1 — t)\\j^ . Fixons aussi 
un épinglage Ca : Ga — > U^ de U^ (cf. 2.5). 

Commençons par le Cas I. Pour 2 = 1,...,/ — 1, posons 67-^(0) = r* o Cq : Ga — > ^r^ia) (c'est 
un épinglage de JJ^n^)). Puisque T^{a) = a, il existe un y G F^ tel que r' o ea{x) = ea{yx) pour 
tout X ^ F. Les groupes U^ (/3 G $(a)) commutent deux-à-deux, par suite p est un morphisme de 
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,1-1 



groupes, et pour u — Y[i=o^T'{a){^i) G ^<s>{a)j posant x^i ~ yxi^i, on a 



i-i 



P(u) = Yl '^T*(a)(a;ï - X^^i). 



i=0 

Le noyau kerp = U$(q,) t- de p est non trivial si et seulement si y = 1, auquel cas c'est l'ensemble des 

Y\i=o'^Ti(a){x) pour X G F. Un calcul analogue pour Lie(p) montre que Lie(ker(/7)) = ker(Lie(/9)). 
Ainsi p est séparable, et c'est un automorphisme si (et seulement si) y 7^ 1. 

Traitons maintenant le Cas IL Posons er(a) = t o Ca : Ga -^ Ut-(q), /3 = a + T{a), et soit 
e^ : Ga — > U/3 l'épinglage de U^ tel que {ea{x), e^(^a)ix')) ~ ep^xx') pour tous x,y E F, 011 
(, ) désigne l'application commutateur. Puisque r^ia) = a, il existe des y, z E F^ tels que 
T o eT-(Q)(a;) = Caiyx) et r o ep{x) = ep{zx) pour tout a; G F. La relation 

T(e„(x),e^(a)(x')) = (er(a)(a;),ea(ya;')) == ep{-yxx'), 

entraîne que z = -y. Pour u = ea{xa)ei3{xi3)er(a)ixT{a)) G U<j,(a), on a 

p{u) = ea{Xa)ef3{xf3)e^(^a){Xr(a))eai-yXr{a))ei3iyXf3)er(a){-Xa) 
= ea{Xa - yXr(a))efi{{y + l)Xfi + yxl(^^-^)er{a){Xr(a) ~ Xa). 

On distingue plusieurs cas : 

- si y ^ {±1}, alors U<i,(„)^^ = {1} ; _ 

- si y = — 1 (c.g. si p = 2 et y = 1), alors \J^(^a).T est l'ensemble des 6/3(2;) pour a; G F; 

- si y = 1 et p 7^ 2, alors U$(q)^t- est l'ensemble des ea{x)efi{—^x'^)eT(a){x) pour x <E F. 
Posons E^ ~ Lie(e-y)(l) (7 G '^{a)). Pour X = x^Ea + a;^i?^ + XT(a)ET-(a) £ Lie(U([,(Q,)), on a 

X - Lie(T)(X) = {Xa - yX^Ça-j)Ea + {y + l)xiiEi3 + {Xr{a) - Xa)Er(a)- 

Soit K = ker(id — Lie(T); LieCU^j-Q-))). On a : 

- si y ^ {±1}, alors iï = {0} ; _ 

- si y = —1, alors R = {xEjj : x G F} ; 

- si y = 1 et p 7^ 2, alors ^ = {x{Ea + FT-(a)) : x G F}. 

On a donc Lie(ker p) — ^, i.e. p est séparable. Cela achève la démonstration de la proposition. [] 

(2.6.7) Corollaire. — Supposons H semisimple et simplement connexe, et soit t g Aut-p(H) 
quasi-semisimple. Le morphisme H — > H, /i H> hT{h)^^ est séparable. 

Démonstration : Soit (B, T) une paire de Borel r-stable de H. Posons U = -Ru(B) et reprenons 
les notations de la démonstration de (2.6.6). Pour a G A = A(T,B), notons a^ G X,(T) la 
coracine associée à a, 011 X, (T) désigne le groupe des cocaractères de T. Puisque H est simplement 
connexe, on a X,(T) ~ (SaeA^ct^ ■ Soit t G T. Écrivons t ~ IlaeA (^^{xa)i x^ G F^. Puisque 
T{a^{x)) = T{aY{x) (a G A, a; G F^), on a 



tT{t)-l = W a''(a;„a;^ii(„)). 



qGA 



Le groupe S = T,- est l'ensemble des t = HaGA '^^ i^a) tels que Xr(a) = Xa pour tout a G A. De la 
même manière, on obtient que T,- = ker(id5: — Lie(T|T)) est l'ensemble des X = X^qgA Q:^(^a) tels 
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que Xr(a) ~ ^a pour tout a e A; où l'on a posé a^ (Y) — Lie(Q!^)(y) pour Y £ F. On en déduit 
que Lic(S) = 1r- Le morphisme de groupes (1 — t)\t est donc séparable, et d'après le lemme, le 
niorphisnic (1 — t)|b est lui aussi séparable. Soit U~ le radical unipotent du sous-groupe de Bord 
B^ de H opposé à B par rapport à T. Puisque la paire de Borel (B~,T) de H est r-admissible, 
à nouveau d'après le lemme, le morphisme (1 — t)|u- est séparable. D'après [Bor, ch. IV, 14.14], 
l'application produit U~ x B — > H est un isomorphisme de U^ x B sur un ouvert de H, et puisque 
les restrictions de 1 — r à U~ et B sont séparables, on a 

Lic(U:^) + Lic(B^) = Lic(U")^ + Lic(B)^ = ^r- 

Donc Lie(HT-) = S)r et le morphisme H — > H, /i n> T{h)h^^ est séparable. [] 

(2.6.8) Remarque. — Bien siir, le corollaire (2.6.7) n'est en général plus vrai si H n'est pas 
semisimple simplement connexe : si p = 2 et r est le passage à l'inverse dans G,n, le morphisme 
1 — T : Gm -^ Gm, X n> x^^ cst bijcctif mais n'est pas séparable. -k 

(2.6.9) Remarque. — Soient t un automorphisme quasi-semisimple de H, et (B, T) une paire de 
Borel T-stable de H. Pour a G <i> = <i>(T,H), on note l = 1^.^ le plus petit entier > 1 tel que 
t^{q) = a, et y — yr^a l'élément de F^ défini par r' o e^ix) ~ e^iyx) [x G F), oii Bq, : Ga — > Uq 
est un épinglage de Uq, dont le choix n'a pas d'importance. D'ailleurs l'entier l et l'élément y ne 
dépendent pas vraiment de a mais seulement de la r-orbite O = {a,T{a), . . . ,T'~^(a)} C $. On 
les note donc aussi lr,o et yr.o- Soit $i- l'ensemble des r-orbites O dans $ telles que 2/i-,o G {±1} 
et yT,o — 1 si a + a' ^ $ pour toutes racines a, a' S O. D'après [DM1, théo. 1.8], il existe 
une bijection naturelle entre $,- et l'ensemble $(T°,H°) des racines de T° dans H°. Pour une 
description explicite de $(T°,H°), on renvoie à [DM2]. [] 

2.7. Automorphismes quasi-centraux. Un automorphisme quasi-semisimple t de H est dit 
quasi-central si pour tout automorphisme quasi-semisimple de H de la forme IntH(/i) o t avec 
/i G H, on a dim(H°„,^(^)„J < dim(H°). 

(2.7.1) Lemme. — Soit t g Aut-p(H) quasi-semisimple, et soit (B,T) une paire de Borel r-stahle 
de H. Alors il existe un t E T tel que le F -automorphisme lntii{t) o t de H soit quasi- central. 

Démonstration : Soit /i G H tel que le F-automorphismc r' = IntH(^) o r de H soit quasi- 
central. Puisque r' est quasi-semisimple, il existe un x G H tel que r' stabilise la paire de Borel 
IntH(x) o (B,T) de H. D'après (2.2.1), quitte à remplacer h par x~^hT{h), on peut supposer que 
r'(B, T) = (B, T). Alors Iiitu{h)(B, T) = (B, T), donc /i G T. □ 

(2.7.2) Proposition [DM1, prop. 1.21, cor. 1.25]. — Soit r G Aut-p(H) quasi-central. 

(1) Si (B,T) et (B', T') sont deux paires de Borel T-stables de H, alors il existe un h Cz H° tel 
que {B\T) ^Intu{h){B,T). 

(2) Soient P un sous-qroupe parabolique T-stable de H, et L une composante de Levi T-stable de 
P. Si h £ H vérifie h^^T{h) G L, alors /i G H° L. 

(3) L'application P h- > P° est une bijection entre l'ensemble des sous-qroupes paraboliques T-stables 
de H et l'ensemble des sous-qroupes parabolique de H°. Soit P un sous-qroupe parabolique 
T-stable de H. L'application L M- L° est une bijection entre l'ensemble des composantes 
de Levi T-stables de P et l'ensemble des composantes de Levi de P°, de bijection inverse 
L» ^ ZH(iî(L«)). 
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(2.7.3) Remarques. — 

(1) D'après [DM1, dcf.-thco. 1.15], un autoniorphisnie quasi-semisimple t de H est quasi-central 
si et seulement s'il vérifie les propriétés équivalentes suivantes : 

(i) Tout sous-groupe de Borel de H° est contenu dans un unique sous-groupe de Borel r-stable 

de H. 
(ii) Pour toute (resp. pour une) paire de Borel r-stable (B,T) de H, posant N ~ NuiT) et 

W = N/T, tout élément r-stable de W a un représentant dans N n H°. 
(iii) Pour toute (resp. pour une) paire de Borel r-stable (B, T) de H, posant $ = $(T, H) et 

A = A(T,B), toute r-orbitc O dans^ A appartient à $t, oii ^t est le sous-ensemble de 

l'ensemble des r-orbites dans $ défini dans la remarque (2.6.9). 

(2) Soit un élément ft, e H tel que l'automorphisme intérieur r = IntH(^) de H soit quasi-central. 
Alors h appartient au centre ZÇH.) de H. En effet, puisque IntH(^) est quasi-semisimple, h 
est semisimple, donc appartient à un tore maximal T de H. D'après la condition (ii) du point 
(1), tout élément de AfH(T)/T a un représentant dans A^h(T) n H°. Ainsi h est un élément 
de T centralisé par Nii{T), donc par H tout entier. 

(3) Soient r un automorphisme quasi-semisimple de H, et (B,T) une paire de Borel r-stable de 
H. Soit a G ((>(T,H), et soit eo, : Ga ^ U^ un épinglage de U^. Posons l = Ir^a comme en 
(2.6.9). Pour t e T, posant r' = IntH(t) o r et Afr^ait) == tr(f) • ■ • r'"i(f), on a l^'^a = l et 

r" o ea{x) = IntuiJ^T.ait)) o r' o ea{x) = ea{a{N'r,ait))yT,ax) {x e F). 

L'élément a(J\fr.a{t)) € F^ ne dépend pas vraiment de a, mais seulement de la r-orbite O de 
a dans $(T,H). On le note donc aussi aT,o{t)- D'après la condition (iii) du point (1), si l'on 
choisit t de telle manière que pour chaque r-orbite O dans A(T, B), on ait Ur^o — Vt o^ ^'loi's 
r' est quasi-central. • 

2.8. Automorphismes quasi-semisimples localement finis. La notion d'automorphisme 
quasi-semisimple est justifiée par le résultat de Steinberg suivant : 

(2.8.1) Théorème [St, 7.5]. — Tout F -automorphisme semisimple de H est quasi-sem,isim,ple. 

(2.8.2) Remarques. — 

(1) D'après [St, 9], si r' G Aut-p(Hdor) est quasi-semisimple, alors r' est semisimple si et seulement 
si l'image de r' dans Out-p(Hdcr) est d'ordre premier à p. 

(2) Supposons p — 1, et soit r G Aut-p(H). Alors r est quasi-semisimple si et seulement si rder est 
semisimple. D'autre part si r est localement fini, alors r est quasi-semisimple si et seulement 
si r est semisimple. En effet, supposons rdor semisimple et montrons que r l'est aussi. Ecrivons 
la décomposition de Jordan r = rg o ru. Puisque rcent est d'ordre fini et rjor est semisimple, 
il existe un entier n > 1 et un élément /i G H semisimple, tels que r" = lntii{h). Alors 
(r")s — (ts)" et (r")u — (tu)". Mais puisque r" est semisimple, on a (ru)" = idn et ru est 
semisimple. Donc ru = 1, i.e. r est semisimple. * 

Soit r G Aut^(H). Écrivons la décomposition de Jordan t — Ts o t^. D'après (2.6.3) et (2.8.1), 
le groupe H°^ est réductif, et puisque rg o ru = ru o rg, r induit par restriction un _F-automorphisme 
unipotent de H° , que l'on note r*. On a donc l'inclusion (H° ),-. ~ H° n ïIt,, C H,-. 



D'après [DM2], si toute O-orbitc dans A appartient à <Î>t, alors toute r-orbite dans $ appartient à <Î>t. 
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(2.8.3) Proposition [DM1, lemme 1.14 et cor. 1.33]. — Soit r e Aut|.(H). 

(1) T est quasi-semisimple si et seulement si t* est quasi-semisimple. 

(2) Supposons T quasi-semisimple et unipotent. Alors t est quasi- central, et Hr est connexe. 

(2.8.4) Corollaire. — Soit t e Aut^(H) quasi-semisimple. On a l'égalité H° = (H°J^. . 

Démonstration : Puisque (Ht^),-» est connexe et contenu dans H,-, on a l'inclusion (H° ),-• C 
H°. Pour l'inclusion inverse, identifions H à la composante neutre du groupe algébrique affine 
H' = H X (r)/C comme en 2.4, et notons 6 l'image de 1 x r dans H'. Alors on a H° = (H^)°. 
Ecrivons la décomposition de Jordan i5 = ôsS-a. L'unicité de cette décomposition entraîne l'inclusion 
H^ C H^^ n H^^. Or on a (H^J° = H,^ et H'^^ n H = H,„, d'où H^ C H°^ n H,„ = (H°J,.. Q 

(2.8.5) Remarque. — Supposons p — 1. Alors d'après (2.2.3), tout F-automorphisme unipotent 
de H est de la forme IntH(w) pour un élément unipotent w G H. En particulier, l'identité de H est 
le seul .F-automorphisme quasi-semisimple unipotent de H. • 

(2.8.6) Lemme. — Soit r e Aut-p(H) quasi-semisimple et unipotent, et soit (B,T) une paire de 
Borel T -stable de H. Soit h Cz tl tel que t' = IntH(^) ° t soit quasi-semisimple. Alors il existe un 
t G Tr et un X E H tels que t' = IntH(a;^^) o IntH(t) o r o IntH(a;)- De plus r' est unipotent si et 
seulement si t ~ 1. 

Démonstration : Puisque r' est quasi-semisimple, il existe un a;' G H tel que r' stabilise la paire 
de Borel IntH(x')(B, T) de H. Alors Intii{x'-^hT{x')) ot(B,T) = (B,T), d'où x'^^hrix') e T. 
D'après (2.4.3), on a T == T^T(1 - r). Écrivons x'~'^hT{x') = ty-^T{y) avec i G T^ et y e T. 
Puisque ty~^T{y) ~ y^^trly), on obtient 

IntH(a;'^ hT{x')) o r = Intj^iy^ ) ° IntH(i) o t o ïntii{y), 

d'où r' = IntH(a;'y^^) o Intuit) o t o ïntii{yx'^^). 

Si i = 1, alors t' est unipotent. Réciproquement, supposons que t' soit unipotent, et posons 
t" = lntii{t)oT. Alors r" est quasi-semisimple et unipotent, et comme t G T,-, le F-automorphisme 
r" o r^^ = T^^ o r" de H est unipotent. Donc ïntuit) est unipotent, et f = 1. [] 

2.9. Automorphismes réguliers; les automorphismes intérieurs. Pour r G Aut-p(H), 
on note r^(H.) le plus petit entier fc > 1 tel que la fonction H ^ F, 7 n> ak{h,T) définie par le 
polynôme en l'indéterminée t 

00 
P{h,T){t) = dct-p(É - AdH(/i) oLie(r) +idi5;.fi) = ^a,(/i,T)f , 

1=0 

soit non nulle ; et l'on pose 

-DH(T)=ari(H)(l,T) ^F. 
On note aussi ^^(H) le plus grand entier fc' > 1 vérifiant la propriété : pour tout /i G H tel que 
lntii{h) o T soit quasi-semisimple, on a fc' < dim(Hjj^j. f/j-io^.). 

Soit r G Aut-pr(H). Pour x G F^, notons S)^ le sous-espace caractéristique de Lie(r) associé à 
la valeur propre x ; i.e. posons 

Sj=^^{X eS): (xidy-, - Lie(r))'=(X) = 0, 3fc G Z>i}. 
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On a la décomposition S) — (Bxgf^^t- P^^ définition, on a dini-p(iô^) > r^(H) avec égalité si et 
seulement si Dti{T) ^ 0, auquel cas on a 

Dyi{t) = dct^(id - Lie(T); Jo/J^^). 

Rappelons que S^r — ker{id^ — Lic(T)}. On a donc les inclusions 

Lic(H°) C i3r C i3^ 

avec égalités si t est semisimple [Bor, ch. III, 9.1]. 

Soit r G Aut^(H). Écrivons la décomposition de Jordan r = Tg o r^,. Alors pour a; G F ^, on a 
f)% = Sf^^ = kerjxidij — Lie(Ts)}. En particulier, on a l'égalité ij^J: = 55^-,, et 

(2.9.1) i:'H(T)7^0 4^dim(H°J=ri(H). 

(2.9.2) Définition. — Un F-automorphisme r de H est dit régulier si Dyi{t) ^ 0. 
Soit r e Aut-p(H). D'après 2.4, pour z e iî(H) et h! e Hda, on a 

dini;p(-^J„t^(^;,,)or) = dim;p((iÔdcr)lnt„^_^^(/i')ordeJ +d™F('^Locnt)- 

Par suite on a 

rUn) = <^^(Hder) + dim^((!:i^^^^„J, 

et r est régulier si et seulement si Tdor est régulier. 

Soit r G Int-p(H). Par définition, les entiers ^^-(H) et ^^(H) ne dépendent pas de r. On les note 
respectivement r(H) et r^(li). 

(2.9.3) Proposition. — Soit r == IntH(/i) pour un /i G H. Alors Dii{t) ^ Q si et seulement si h 
est semisimple et HJ^ est un tore (i.e. si et seulement si h est "semisimple régulier" au sens de 
Borel [Bor, ch. IV, 12.2]). De plus, on a r(H) = r^{li), et cet entier coïncide avec le rang de H. 

Démonstration : Ecrivons les décompositions de Jordan h = hsh^ et t ~ Tg o Tu. On a 
Ts = IntH(ft-s) et Tu = IntH(^u), et d'après la remarque (2.2.3), h^ appartient à H^ . Puisque 
Ts est semisimple, on a Lie(H^j^ ) — S)r^ ~ S)l. , et comme le F-automorphisme r* de H^ est 
unipotent, on a 

dim(H°J = dim;p(i3T-J < dim;p(.^!J:). 

Par conséquent si -Dh(t) 7^ 0, alors F'h(ts) 7^ 0. En particulier, il existe un élément semisimple 
/i' G H tel que Duilntulh')) ^ 0. 

Choisissons une paire de Borel (B, T) de H telle que hs G T, et posons $ ~ $(T, H). Alors on 
a l'inclusion T C HJ^ , avec égalité si et seulement si pour toute racine a G $, on a a{t) ^ 1 [Bor, 
ch. IV, 12.2]. L'ensemble des i G T tels que a(t) ^ 1 pour toute racine a G $, est ouvert dense 
dans T (en particulier il est non vide). On en déduit que -DhC^s) 7^ si et seulement si H^ = T, 
auquel cas /lu = 1. D'oii le lemme. [] 

(2.9.4) Corollaire. — Soit T un tore maximal de H. Pour t e T, on a F'H(IntH(i)) 7^ si et 
seulement si a{t) 7^ 1 pour toute racine a G $(T, H). 

2.10. Automorphismes réguliers; le cas général. L'étude des F-automorphismes exté- 
rieurs réguliers de H est plus compliquée, du moins si p > 1. 
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(2.10.1) Lemme. — Supposons qu'il existe un F-automorphisme régulier t de H tel que Sj}^ = Sj. 
Alors H est un tore. 

Démonstration : Soit t G Aut-p(H) tel que Dii{t) ^ et i^^ = ^- Alors pour tout ft, e H, 
on a i^int ih)oT = -^ et Dii{lntii{h) or) 7^ 0. Par suite, quitte à remplacer r par IntH(ft.) o r 
pour un ft, G H, on peut supposer t quasi-semisimple. Ensuite, quitte à remplacer H par H^crj 
on peut supposer r localement fini. Ecrivons la décomposition de Jordan r = Tg o t^^^. Puisque 
^T-s = .^^ = .^ et Lie(H°J — Sj^.^, on a H°^ = H et Tg = idn- Ainsi t ~ t^ est régulier quasi- 
semisimple et unipotent. D'après (2.6.3), le groupe H° est réductif. Soit T^* un tore maximal de 
H°. Alors T — Zh(T*') est un tore maximal (r-admissible) de H (2.6.3). Notons îl" l'ensemble des 
i G t" tels que pour toute racine a de T" dans H, on ait a{t) ^ 1. D'après [Bor, ch. III, 9.5], fl" est 
non vide, donc ouvert dense dans T', et pour i G T*, on a Hj = Zh(T'*) = T. Soit t' = IntH(i) or 
pour un t G ri'. Puisque IntH(0 ^^^ semisimple et commute à t, on a (IntH(/i) ° t)s ~ IntH(^) et 
(IntH(^) ot)u ~ T, d'où Sj]., — ^intiiit) — Lie(T). Donc S) — Lie(T), ce qui n'est possible que si H 
est un tore. [] 

(2.10.2) Lemme. — Soit t un F-automorphisme régulier de H, et posons T = Zh(H°). 

(1) T est quasi-semisimple, H° est un tore, T est l'unique tore maximal r-admissible de H, et 
i^i CLie(T). 

(2) Soit B est un sous-groupe de Borel r-stable de H contenant T. Alors posant U — iîu(B), 
l'application U ^ U, m i— > ut{u)^^ est un automorphisme de variétés algébriques. 

(3) Supposons T localement fini. Alors Tg est régulier, T = Zh(H° ), et Dii{t) ~ Dii{ts). 

Démonstration : Commençons par montrer que r est quasi-semisimple. Puisque r^^r est régulier, 
quitte à remplacer H par Hdor, on peut supposer r localement fini. Ecrivons la décomposition 
de Jordan r = Tg o Tu, et posons H' = H° . D'après (2.8.1) et (2.6.3), H' est réductif. Posons 
Sj' ~ Lie(H'). Pour /i' G H' et x G F^, puisque \xA-a.(h! ) o t^ ~ Tg oIntH(/i')i les i^-automorphismes 
AdH(/i') et AdH(/i') °Lie(r) de 9), stabilisent 9)% = Sy^^, et si h! est suffisamment proche de 1 dans 
H', alors pour x G F^ \ {1} tel que Sy^ ^ 0, les valeurs propres de Kàti{h') o \jie{T)\f,^ G G'L{S)^) 
sont toutes différentes de 1. Choisissons un tel /i', et posons ti = IntH(^') o r G Aut-p(H) et 
r-j* = IntH'(^') o T* G Aut-p(H'). Alors on a 9)\^ = Sj'^, C iô' = iô^- Mais puisque r est régulier, on 
a dim-p(iô^J > dim-p(iô'). Par conséquent Sj'^, — Sj' . D'autre part, comme l'ensemble des x G H' 
tels que -Dh' (Intn' (a;) o r*) ^ est ouvert dense dans H', on peut supposer rj* régulier. Cela 
implique que t* lui-même est régulier. Comme r* est unipotent, d'après (2.10.1), H' est un tore. 
Puisqu'un F-automorphisme d'un tore est automatiquement quasi-semisimple, d'après (2.8.3), on 
obtient que r est quasi-semisimple. 

Revenons au cas général : t g Aut-p(H). Choisissons une paire de Borel r-stable (B,T) de H. 
Posons H" == H° et Tl* = TnH". D'après (2.6.3), le groupe H» est réductif, T» est un tore maximal 
deH«,et T = Zh(T»). _ 

Montrons que H° = T" et Sj^ C Lie(T). Comme plus haut, pour ft, G H" et a; G F^ , on a 
lntii{h) o T(i5r) = iô?, et si /i est suffisamment proche de 1 dans H", alors on a 9)l^^_^,f^.^^ C Sj^. 
D'après la démonstration de (2.9.5), il existe un t G T" tel que iÔintH(t)or ^ -^^t et Hj° = Zh{T^) = 
T. Alors on a 

^i„tH(*)o. - ^Ir^^L^it) = ^r n Lie(T), 
et dim-p(iôjj^j^/jN ^) < dim-p(iô^) avec égalité si et seulement si Sj^ C Lic(T). Puisque r est régulier, 
on a donc Sj^ C Lic(T). Par conséquent 

Lie(H'') C Lie(T) n Lie(H'') = Lie(Tl'), 
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ce qui n'est possible que si H" = T". Cela achève la démonstration du point (1). 

Posons U = iîu(B) et montrons (2). Puisque H° C T et Ht-/H° est forme d'éléments 
semisimples (2.6.3), le morphisme (1 — t)|u est injectif; et comme Lie(U) Piiôr = {0} = Lic(U^) 
(d'après le point (1), ou d'après (2.6.6)), c'est un automorphisme. 

Supposons T localement fini, et montrons (3). Ecrivons la décomposition de Jordan t — Ts o t^. 
Puisque r(B,T) = (B,T), on a Ts(B,T) == (B,T) et Tu(B,T) = (B,T). D'après le premier 
paragraphe de la démonstration, H° est un tore, et d'après (2.6.3), on a Zh(H° ) = T = Zh(H°). 
Montrons que Tg est régulier. Soit un élément ft, e H tel que le F-automorphisme a = liitii{h) o Tg 
de H soit régulier. Puisque a est quasi-semisimple (point (f )), il existe un a; e H tel que a stabilise 
la paire de Borel IntH(a;)(B, T) de H. D'après (2.2.f ), quitte à remplacer h par x~^hTs{x), on peut 
supposer que cr(B, T) = (B, T). Alors on a Intu{h){B, T) == (B, T), donc /i G T. D'après le point 
(f), H° est un tore et 2'h(H°) = T. On a donc 

H° = H° n T = H°^ n T = H°^. 

Comme dim-p{Sjl.) > dim(H°) = dim(H°J = dim-p(iô^ ), on obtient que Tg est régulier. D'oii 
l'égalité 

Du{t) = Du{ts), 

puisque i3^ =i3r,- D 

(2.10.3) Lemme. — Soit t g Aut-p(H) quasi-semisimple, et soit (B, T) une paire de Borel T-stable 
deU. 

(1) Il existe un t ÇzT tel que Intn {t) o t soit régulier. 

(2) Soit t <E T tel que lntii{t)oT soit régulier. Alors on a Hj^^^ ,^.^ ~ T°, et pour tout u G _Ru(B), 
IntH {tu) o T est régulier. 

Démonstration : La démonstration du point (1) est identique à celle du lemnic (2.7.1). 

Montrons (2). Soit t G T tel que IntH(i) ° t soit régulier. Posons r' = IntH(i) o t. Puisque 
t'(B,T) = (B,T), d'après (2.10.1), H°, est un sous-tore de T. Par conséquent H°, = T°, = T°. 
Soit M G U = _Ru(B), et posons u' = tut^^ G U. Soit u G U tel que u' — v~^t'{v). Alors on a 

IntH(iw) o T ~ IntH('y^ ) o IntH(''"'(u)) o t' — IntH('y^ ) o t' o IntH(w), 

et IntH(iu) o T est régulier. [] 

(2.10.4) Théorème. — Soit r G Aut-p(H). 

(1) T est régulier si et seulement si r est quasi-semisimple et H° est un tore. 

(2) Supposons T quasi-semisimple. Alors r est régulier si et seulement si dim(H°) = r,-(H). 

(3) Supposons T localement fini. Alors r est régulier si et seulement si Tg est régulier, i.e. .si et 
seulement .si H° est un tore. En d'autres termes, on a 

Dh{t) = DniTs). 
De plus, si T est régulier, on a rr^ (H) = r\ (H) . 

Démonstration : Si r est quasi-semisimple, on choisit une paire de Borel (B, T) de G telle que 
t(B,T) = (B,T), et l'on pose U = iîu(B). 

Montrons (1). Si r est régulier, alors d'après (2.10.2), t est quasi-semisimple et H° est un tore; 
de plus (loc. cit.) Zh(H°) = T et iô^ est contenu dans Lie(T). Réciproquement, supposons que r 
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soit quasi-semisimple et que H° soit un tore. On a donc r(B, T) = (B, T). Puisque H° est un tore, 
d'après (2.6.3), on a H° C T et Zh(H°) est un tore maximal (r-admissible) de H, par conséquent 
Zh(H°) = T. Le morphisme (1 — t)|u est injectif (cf. la démonstration du point (2) de (2.10.2)), 
et puisqu'il est séparable (2.6.6), c'est un automorphisme de variété algébrique. On en déduit que 
S)}^ n Lie(U) = {0}. Le même raisonnement appliqué au radical unipotent U^ du sous-groupe de 
Borel B~ de H opposé à B par rapport à T, entraîne que iô!J. nLie(U~) = {0}. Par conséquent Sj}^ 
est contenu dans Lie(T). D'après (2.10.3), il existe un i S T tel que ti = IntH(i) ° t soit régulier. 
Puisque ti(B,T) = (B,T), on a 2'h(H°J == T et Sj^^ C Lie(T). On en déduit que 

Sjl=Sjln Lie(T) = ^l^ n Lie(T) = Sj^^. 

Par suite dim-p(iô^) — r^ÇH) et r est régulier. 

Supposons T quasi-semisimple, et montrons (2). D'après (1), il s'agit de montrer que H° est un 
tore si et seulement si dim(H°) = ri-(H). Supposons tout d'abord que H° est un tore. Comme 
H° C T (cf. la démonstration du point (1)), on a H° = T°. Soit un élément ft,' G H tel que 
r' = l'iitii{h') o r soit quasi-semisimple. On veut montrer que dim(H°,) > dim(H°). Il existe un 
a; € H tel r' stabilise la paire de Borel IntH(a;)(B, T) de H. Puisque r" = IntnCa;^^) °t' oIntH(a;) 
stabilise (B,T) et dim(H°,) = dim(H°„), quitte à remplacer r' par r", on peut supposer que 
t'(B,T) = (B,T). Alors lntu{h)(B,T) = (B,T), i.e. heT. Comme 

H°, D T°, = T° = H°, 

on a dim(H°,) > dim(H°). Supposons maintenant que dim(H°) = r^(H), et montrons que le 
groupe réductif connexe H' = H° est un tore. Soit T' = T n H' (c'est un tore maximal de H'). 
Soit t' e T', et posons r' — IntH(t') ot' . D'après la démonstration du point (1) de (2.10.2), si t' est 
suffisamment proche de 1 dans T', ce que l'on suppose, alors SJt' = ^\' est contenu dans Lie(H'). 
Puisque iôr' — Lie(H°,), cela entraîne que H°, est contenu dans H', puis que H°, = HJ°^ ,^,-.. 
Supposons de plus que t' soit régulier dans H', i.e. que £'H'(IntH'(^')) t^ 0- Alors (2.9.3) Hj°j. ,^,-. 
est un tore. D'autre part comme dim(H°,) < dim(H°) = rT-(H), par définition de r,-(H), on a 
l'égalité H°, = H°. Cela qui achève la démonstration du point (2). 

Supposons T localement fini, et montrons (3). Ecrivons la décomposition de Jordan t — t^ ot-^^- 
D'après (2.10.2), si r est régulier, alors Ts l'est aussi. Notons que d'après le point (1), Ts est régulier 
si et seulement si H°^ est un tore : Ts est semisimple donc a fortiori quasi-semisimple (2.8.1). 
Supposons Ts régulier et montrons que r est régulier. Comme H°_, est un tore, r* G Aut-p(H°J 
est quasi-semisimple, par conséquent t est quasi-semisimple (2.8.3). Puisque H° C H° et H° 
est un tore, H° est un tore. D'après (2.9.1), on a dim(H° ) = r^(H), et d'après le point (2), on 
a dim(H° ) — rT-^(H), d'oîi la dernière assertion du point (3). Cela achève la démonstration du 
théorème. [] 

(2.10.5) Corollaire. — Soit t g Aut-p(H). On a r^(H) < r^(H) avec égalité si et seulement si 
dim(H°,) = dini-p (iïij:, ) pour un (i.e. pour tout) h ^H tel que t' — ïntii(h) o t soit régulier. 

Démonstration : Pour /i G H, posant t' = ïntii{h) o r, on a dim(H°,) < dim-p(.^^,) < r^, (H), 
d'où l'inégalité rrÇH.) < ^t(H) puisqu'on sait que si r' est régulier alors t' est quasi-semisimple. 
Si r' est régulier, alors dim(H°,) = r^(H) et dim-p(io^/) — r^(H). D'où le corollaire. [] 

(2.10.6) Remarque. — Pour r G Aut-p(H), puisque 

Lie(H°)ciÔ, CiÔ^, 
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on a dim(H°) — dim-p(^^) si et seulement si les inclusions ci-dessus sont des égalités. D'autre part 
si T est semisimple, on a Lie(H°) = i^r = -^r- On en déduit que s'il existe un élément /i G H tel 
que IntH(^) o t soit semisimple régulier, alors î't(H) — r^(H). • 

Si p = 1, l'absence de _F-automorphismes quasi-semisimples unipotcnts non triviaux simplifie 
notablement la situation, du moins pour les automorphismes localement finis : 

(2.10.7) Lemme. — Supposons p = 1, et soit r G Aut|T(H). On a r^(H) = r^(H). 

Démonstration : Puisque r est localement fini, pour /i G H, r' = IntH(ft-)oT est encore localement 
fini, par conséquent si r' est régulier, alors r' est semisimple (2.8.2). On conclut grâce à la remarque 
(2.10.6). D 

(2.10.8) Remarque. — Si r n'est pas localement fini, alors l'inégalité rT-(H) < ^^(H) est en général 
stricte (même si p = 1). En effet, soit T le tore Gm x Gm, et soit r le F-automorphisme de T défini 
par T{a^ b) = T{ab, b) (a, b G F^) ; il n'est pas localement fini. Posons î = Lie(T) {= F x F). On 
a Lie(T)(X,r) = {X + Y,Y) (X, Y G F). Par suite pour h € T, posant r' == IntH(/i) o r, on a 
Lie(T^O = 1r' = {iX,0) :XeF}et 1\, = 1. Donc r^(T) = 1 et rl{T) =2. * 

2.11. Eléments réguliers d'un H-espace tordu. Il est commode de reformuler les résultats 
de 2.9 et 2.10 en termes d'espaces tordus (voir 1.4; on remplace ici la catégorie des groupes 
topologiques par celle des groupes algébriques). Comme dans [La, 1.3], appelons H-espace (algébri- 
que) tordu la donnée : 

- d'un H-espace principal homogène H'', i.e. une variété algébrique affine H'' munie d'une action 
algébrique de H à gauche, notée H x H'' — >■ H'', {h, 5) H> /i • (5, telle que pour tout 5 G H^, 
l'application H -H- H% h^-^ h- 6 soit un isomorphisme de variétés algébriques; 

- et d'une apphcation Intnn : H'' — > Aut-p(H) telle que 

IntHh {h -5)^ lntH(/i) o Intnh {5) (/i G H, 5 G H^). 

On peut alors définir une action algébrique H'' x H — ^ H'', (5, /i) n> 5 • ft, de H sur H^ à droite, qui 
commute à l'action à gauche : 

5 -h = lntHh((5)(/i) -5. 

Pour /i G H, on note lrA'^{h) : H'' — > H^ l'automorphisme de variété algébrique défini par 

Pour T G Aut-p(H), on peut comme en 1.4 définir le H-espace tordu Ht. 11 s'agit d'une variété 
algébrique affine, munie : 

- d'un isomorphisme de variétés algébriques H — > Hr, h h- > /it, et d'actions algébriques de H à 
gauche H x Ht — ^ Ht, (/i, (5) m- /i • J et à droite Ht x H ^ Ht, {5, h) h^ ô ■ h, commutant 
entre elles et vérifiant l'égalité 

h-h'r- h" = hh'T{h")T {h, h', h" G H); 

- et d'une application Intnr '■ Ht — > Aut-p(H) donnée par 

InturihT) = IntH(^) o T (/i G H). 
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Mutatis mutandis, le n° 1.4 reste vrai dans ce contexte. En particulier, si H^ est un H-espace 
tordu, le choix d'un élément Ôq £ H'' permet d'identifier H'' et Hr oii t = IntnsC'Jo), mais d'après 
la remarque (1.4.2), cette identification n'est pas canonique. 

Soit H^ un H-espace tordu. On note Ad^t : H'' — > GL(Jo) l'application S i-^ Lie(Intjjs((î)). On 
a donc 

Adn^ (h-ô)^ Aduih) o Adnh (ô) {hetl,ôe H^). 

On note Dut : H^ — > F la fonction définie par 

^H^('^)=^H(IntH^('5)). 

Pour S G H^ et T = IntHq(<5), on remplace l'indice r par un indice ô dans toutes les notations 
précédentes — i.e. on pose H^ = H°, Sjg = Sj]., etc. Puisque ïntiit,{h ■ ô) = IntnC^) o t {h € H), 
on a T G Aut^(H) si et seulement si ïnt^i^iS') G Aut^(H) pour tout (5' G H^ ; auquel cas on dit 
que H'' est localement fini. Par définition, les entiers ^^(H) et r](H) ne dépendent pas de l'élément 
5 G H'i. On les note rÇH^) et r'^iU^). L'entier rÇH^) est appelé rang de UK 

Un élément ô G H^ est dit quasi- semisimple (resp. quasi- central, semisimple, unipotent, régulier) 
si le F-automorphisme lutnii (S) de H est quasi-semisimple (resp. quasi-central, semisimple, 
unipotent, régulier). Ces notions sont stables par H-conjugaison. Notons que si H^ n'est pas 
localement fini, alors aucun élément de H^ n'est semisimple (resp. unipotent). 

On note Hf^ l'ensemble des éléments réguliers de H'' . Par définition, la fonction 

U^ ^F,S^ Dut, (ô) 

appartient à l'algèbre affine F[H'']. Puisque l'ensemble HJ^, est non vide, il est ouvert dense dans 
h''. D'après (2.10.4), un élément (5 G H'' est régulier si et seulement s'il est quasi-semisimple et H^ 
est un tore. D'après (2.10.5), on a 

(2.11.1) r(H^)<ri(H^) 

avec égalité si et seulement s'il existe un élément S G Hj^, tel que dim(H^) = dim-p(iô;5). 

2.12. Tores maximaux et sous-espaces de Cartan d'un H-espace tordu. Soit H^ un 
H-espace tordu. Soit (5 G H^, et posons r = IntHs(<5). Soit (B,T) une paire de Borel de H telle 
que r(B) = B. Posons U = _Ru(B), et soit uq l'unique élément de U tel que IntH(uo) ° t stabilise 
(B,T). Posons Sq = Uq ■ 5 et tq = Intii(So). Puisque ro(B,T) = (B,T), Sq est quasi-semisimple. 
Posons S = T^^ (= T n H^J. D'après (2.10.3), on a la 

(2.12.1) Proposition. — 

(1) Tout élément régulier de H^ est de la forme x^^ ■ {t ■ Sq) ■ x pour wn t G T et un x (z H. 

(2) L'ensemble T ■ Sq HJ^,, est ouvert dense dans T ■ Sq- 
(S) Pour ôeT-ôoC] H^^g, ^on a H^ = S. 

Soit S*! = H^ • (5i pour un Si G Hj^g. Posons 

^h(S^) - {/i g h : IntH.(7)(M = /i, V7 G S^}; 

c'est un tore de H, que l'on note S. Pour (5 G S^, on a S'' = S • (5 et IntHn(<5)|s = ids- Cela munit 
S'' d'une structure de S-cspacc tordu trivial. Le groupe T = Zh(S) est un tore maximal de H : 
pour (5 G S^ n HJ , on a H^ = S et T est l'unique tore maximal Intut ((5)-admissiblc de H. Posons 

t'' = T • s'' = S^ • T G H^ 
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Pour (5 G T^, on a T^ = T ■ (5 et Intxii (S) — IntH* (^)|t est un F-automorphisme de T. Cela munit 
T*! d'une structure de T-espace tordu. Pour S € T^ nHj^g, on a H^ = S. De plus, on a Z{T^) = S 
où (rappel) Z{T^) est le centralisateur de T'' dans T, défini par 

Z(T^) = {É G T : Intxh(7)(t) = i, V7 G T^}. 

Puisque Zh(T'i) C Zu{S^) = S = Z{T^) C ZuiT'^), les deux inclusions sont des égalités. 

(2.12.2) Définitions. — On appelle : 

- tore maximal de H'' une partie S' de la forme S^ = H^ ■ ô pour un 6 G HJ,, ; 

- sous-espace de Cartan de H'' une partie T^ de la forme T^ = Zh(H^) • 6 pour un 5 G Hj . 

D'après (2.12.1), les tores maximaux (resp. sous-espaces de Cartan) de H^ sont deux-à-deux 
conjugues dans H. On a les propriétés : 

- Tout tore maximal S'' de H^ détermine un quadruplet (S, S', T, T^), qu'on appelle le quadru- 
plet de Cartan de H^ associé à S^ : on a S = Zh(S'i), T = Zh(S) et T*! = T • S'i ; 

- Tout sous-espace de Cartan T'' de H^ détermine un triplet (S,T,T''), qu'on appelle le triplet 
de Cartan de H^ associé à T^ : on a S = Zh(T'i) et T = Zh(S). 

- Fixé un sous-espace de Cartan T'' de H'', l'application qui à 5 G T'' associe la partie S • (5 de 
H^ est une bijection du S\T-cspace tordu Syx'' sur l'ensemble des tores maximaux S'' de H^ 
tels que Zh(^h(S^))-S^ = T^. 

2.13. Orbites d'un H-espace tordu. Soit H'' un H-espace tordu. Considérons l'action de H 
(à droite) sur H'' par conjugaison : 

H^ X H ^ H\ {h, ô) ^ lntu{h-^){S) = /i^^Intns {ô){h) ■ ô. 

Pour ô G h'', on note Oh{S) la H-orbite {lnt'jji{h^^){â) : h G H}; posant t = IntHh('^), on a 

Ou{S) = H(l -t)-ô. 



D'après [B, ch. I, 1.8], C'h('5) est une variété algébrique lisse, et sa fermeture C'h(<5) dans H^ 
est réunion de Oh(<5) et de H-orbites de dimension strictement inférieure à dim(C'H(<5)). En 
particulier, la H-orbite 0h(^) est ouverte dans C'h(<5) et localement fermée dans H''. Le groupe 
Us (= {/i G H : ïntii\,{6){h) — h}) coïncide avec le stabilisateur de 6 dans H, et le morphisme 
de variétés algébriques tt^ : H — > Ou{S), h h^ Inty(/i^^)((5) se factorise à travers le quotient 
H^yH. On obtient donc un morphisme bijectif ïrs : Hô-\H — > Oii{ô), qui n'est en général pas un 
isomorphisme. On a l'égalité (2.1.1) 

dim(H) = dim(H5) + dim{OH{5)), 

et TTs est un isomorphisme si et seulement si tts est séparable au sens 011 Lie(H5) = ker(d(7r5)i). 

(2.13.1) Proposition. — Soit ô G H^. La H-orbite 0h('5) est fermée dans H^ si et seulement si 
S est quasi-semisimple. 

Démonstration : Posons r = IntHii((5). Comme Oii{ô) = H(l — r) • (5, si H est un tore, l'énoncé 
est vide : H(l — t) est un sous-groupe fermé de H, et r est quasi-semisimple. On suppose donc 
que H n'est pas un tore. 
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Supposons S quasi-semisimple. Soit (B, T) une paire de Borel r-stable de H, et soit U = _Ru(B). 
Pour i ë T et M e U, posant S' — t^^ ■ ô ■ t, on a 

(tu)-^ ■ô-tu = M^^IntHù ((5')(m) • S' 

= u-Hntjii{ô'){u)t-^T{t) -S 

avec u~'^Intii\i (ô'){u) e U et t^^T{t) G T(l — r). Par conséquent la B-orbite 

OB(S) = {b-^-ô-b:beB} 

vérifie la double inclusion 

T(l - r) • (5 C Ob{S) g UT(1 - t) ■ S. 

Or UT(1 — r) = T(l — t)U est un sous-groupe fermé r-stable de B. Pour fe G B, îi' G U et 
t' G T(l -r), on a 

b-^ ■ {u't' ■5)-b^ {b-\b){b-H'Tib)) ■ S 

avec b^^ub G U et b^^t'T{b) G UT(1 — r). Par conséquent UT(1 — t)-S est une sous-variété fermée 
de h'', stable par B-conjugaison. Posons $ = $(T, H) et A = A(T, B). Soit T* le sous-groupe 
fermé de T n Hdcr défini par 

T* = {i G T n Hdcr : a{t) = ;3(i), Va, ^ G A}. 

Sa composante neutre T° est un tore de dimension 1. De plus, on a l'inclusion T° C H°. En effet, 
puisque T est r-stable, r opère sur <î> : pour a G $, on pose r(a) — aor^^. Comme B est r-stable, 
onar(A) — A. On en déduit que T* est r-stable, et que Q;(r(t)) = a{t) (a G A, f G T). Par suite T° 
est r-stable, et comme le seul F-automorphisme non trivial de T° est le passage à l'inverse 1 1-^ t~^, 
on obtient que rJT» = id. D'oii l'inclusion cherchée. Soit 6' G 'UT{1—t)-6. Écrivons 6' = u't^^T{t)-5 
avec u' G U et t G T, et posons v = t'ut'~^ G U. Alors on a i • (5' • t"^ = v ■ ô. D'après (2.9.3), 
l'ensemble T°nHreg est non vide, et la fermeture Ot; {v) de la T°-orbite 0t; {v) = {tvi^^ : t G T°} 
dans U contient 1. Par suite 6 G Ot{S') et Ob{S) C Ob{S') (fermetures dans UT(1 - r) • ô). En 
choisissant S' tel que la B-orbite Ob(^') soit fermée dans UT(1 — t) ■ S [Bor, ch. I, cor. 1.8], on 
obtient que la B-orbite Ob (S) est fermée dans H'' . Et comme la variété quotient H/B est complète, 
on en déduit que la H-orbite Oh{S) est fermée dans H''. 

Réciproquement, supposons Oh ((5) — Oh(<5). Soit (B,T) une paire de Borel de H telle que 
r(B) = B, et soit u l'unique élément de U = iîu(B) tel que IntH(w) ° '''(B,T) = (B,T). Posons 
5' = u-6 et t' = IntH('5')- On définit comme plus haut le sous-tore T° de T. D'après le paragraphe 
précédent, on a l'inclusion T° C H°, , et la fermeture Ot°{u~^ ■ ô') de la T°-orbite Ot°(u^^ ■ S') 
contient ô' . Or u~^ ■ ô' ~ S et la. H-orbite Oh.{S) est fermée dans H^. Par conséquent S' G C'h(<5) 
et 6 est quasi-semisimple. [] 

(2.13.2) Corollaire. — Pour ô G H^cg^ ^'^ îî-orbite Oii{S) est fermée dans H^ 

(2.13.3) Remarque. — On peut aussi montrer (2.13.2) directement, grâce à (2.1.1). En effet, soit 
ô G Hjgg et soit (5' G Oii{S)- Pour /i, x G H, puisque AdH(a;-(5-x"i) = AdH(a;)oAdH((^)oAdH(a;)"\ 
posant P{h,S) — P{h, ïntuiS)) (cf. 2.9), on a P{xhx~^,x ■ 6 ■ x^^) = P{h,6). Par continuité, on 
en déduit que P{l,ô') = P{l,ô). En particulier, on a Dh{S') = Dh{S) j^ 0. Puisque S' G Hj^^g, 
d'après (2.10.4), on a dim(H^,) = r{U^) = dim(H^). Et grâce à (2.1.1), on obtient 

dim(OH('^')) = dim(H) - r(H^) = dim(C>H('5)). 



Comme Oh('5') G Oti{5), cela entraîne que ô' G OuiS)- 
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(2.13.4) Corollaire. — Soit un élément (5 e H'' unipotent. La fermeture Oh{S) est réunion de 
H-orbites unipotentes, et contient une unique H- orbite fermée. Cette dernière est l'unique H-orbite 
quasi-semisimple unipotente de H'. 



Démonstration : Puisque S est unipotent, tout clcnient de Oii{ô) l'est aussi. Par conséquent 
Oii{ô) est réunion de H-orbites unipotentes. Soit O une H-orbite de On^ô) de dimension minimale. 
Elle est fermée dans H^, donc quasi-semisimple, et d'après (2.8.6), O est l'unique H-orbite quasi- 
semisimple unipotente de H''. [] 

2.14. Questions de rationalité ; généralités. Soit F^/F la sous-extension séparable maximale 
de F/ F, et soit E = Y,{F^/F) son groupe de Galois. 

Soit V une variété algébrique définie sur F. On note V(_F) l'ensemble de ses points _F-rationnels. 
Alors V(F^) est (Zariski-) dense dans V [Bor, eh. AG, 13.3]. Une partie fermée de V est dite F- 
fermée"^ (dans VJ si elle est définie sur une sous-extension purement inséparable de F/F; ou, ce 
qui revient au même, si elle est définie sur F^ . Ainsi, toute partie fermée de V est _F''-fermée ; 
et toute partie F- fermée de V définie sur F^, est définie sur F. En particulier ai p = 1, toute partie 
i^-fermée de V est définie sur F. 

Soit TT : V — ^ W un morphisme de variétés algébriques. Supposons que V, W et tt soient définis 
sur F. Alors l'image W = 7r(V) est définie sur F. On a l'inclusion 7r(V(F)) C W'(F), mais elle 
est en général stricte — même si le morphisme V — > W est séparable, et que F ~ F^. 

(2.14.1) Remarque. — Par homogénéité d'après [Bor, ch. AG, 13.2], si (W, tt) est "le" quotient 
de V par un groupe algébrique affine H' défini sur F, alors on a l'égalité 7r(V(F'')) ~ W'{F^). • 

Soit H' un groupe algébrique affine défini sur F. Sa composante neutre H'° est elle aussi définie 
sur F [Bor, ch. 1, 1.2], et ses composantes connexes sont définies sur F^ [Bor, ch. AG, 12.13]. On 
a donc H' = H'(i^')H'°. D'après [Bor, ch. V, 18.2], 11 existe un tore maximal de H'° défini sur F. 
Rappelons que H' est déployé sur F s'il existe une suite {1} == H^^ C ti-n~i C • • • C H'j^ = H' de 
sous-groupes définis sur F, tels que pour i = 1, . . . , n — 1, H^^j^ est distingué dans H^ et le groupe 
quotient H^/H^_|_]^ est F-isomorphe au groupe multiplicatif Gm ou au groupe additif Ga. Si H' est 
diagonalisable (e.g. un tore), alors H' se déploie sur une sous-extension galoisienne finie de F^/F 
[Bor, ch. m, 8.11]. 

Soit V une variété algébrique définie sur _F, munie d'une action algébrique de H' à gauche 
H' X V — > V, (/i, w) I— î- /i • V, elle aussi définie sur F. Pour v G V(i^), la variété (lisse) H' • v est 
définie sur F, et le groupe H^ est F-fermé dans H' ; si de plus vr^, : H' — > V, h i-^ h-v est séparable, 
alors H^ est défini sur F [Bor, ch. 11, 6.7]. D'autre part, si le groupe H' est connexe, résoluble et 
F-déployé, et s'il opère transitivement sur V, alors V est affine et possède un point F-rationnel 
[Bor, ch. V, 15.11]. 

(2.14.2) Remarque. — Soit tt : V — > W un morphisme de variétés algébriques. Supposons que V, 
W et TT soient définis sur F. Supposons aussi que V et W — 7r(V) soient irréductibles, et que V 



Soit H' un groupe algébrique affine défini sur F. Notons W le _F-schéma en groupes affine lisse d'algèbre affine 
-F[H']. Les parties _F-fermées (resp. fermées et définies sur _F) de H' correspondent bijectivement aux sous-_F-schémas 
fermés réduits (resp. géométriquement réduits) de 'H' : les unes et les autres correspondent bijectivement aux idéaux 
/ de -F[H'] tels que la _F-algèbre _F[H']// soit réduite (resp. tels que la _F-algèbre F (^p F[H']// soit réduite). À 
tout sous groupe fermé de H' défini sur F correspond ainsi un sous-F-schéma en groupes fermé lisse de "H', et 
réciproquement. Soit r £ Aut^(H'). Le groupe H^ est F- fermé dans H^, donc correspond à un sous-F-schéma 
fermé réduit "H'^. de "H'. On a H^ = 'H'^{F), et H'^ est défini sur F si et seulement si 'H'^ est géométriquement réduit, 
i.e. est un F-schéma en groupes lisse. 
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soit muni d'une action algébrique (à gauche) de H', définie sur F, telle que les fibres de tt soient 
les orbites de H' ; où H' est un groupe algébrique affine défini sur F. Si le morphisme V — > W 
est séparable — en particulier si (W, tt) est "le" quotient de V par H' — , et si H' est connexe, 
résoluble et F-déployé, alors on a l'égalité 7r(V(F)) — W(F) [Bor, ch. V, 15.12]. * 

Désormais, et jusqu'à la fin du ch. 2, on suppose que le groupe (réductif, connexe) H est défini 
sur F, et l'on pose H ^ H(F). On rappelle que : 

- Hdor est défini sur F [Bor, ch. I, cor. 2.3] ; 

- Z(H) est défini sur F [Bor, ch. V, 18.2], et donc aussi R{il) = Z(H.)° ; 

- H est déployé sur F si et seulement s'il existe un tore maximal de H défini et déployé sur F 
[Bor, ch. V, 18.7] ; _ 

- si T est un tore maximal de H défini et déployé sur une sous-extension F'/ F de F /F, alors tout 
sous-groupe de Borel B de H contenant T est défini et déployé sur F' (cf. la démonstration 
de loc. cit.) ; 

- si S est un tore de H défini sur F, alors ^h(S) et Nii{S) sont définis sur F [Bor, ch. III, 
cor. 9.2 et ch. V, 20.3] ; si de plus S est déployé sur F, alors ^h(S) est une composante de 
Levi d'un sous-groupe parabolique de H défini sur F [Bor, ch. V, 20.4] ; 

- si P est un sous-groupe parabolique de H défini sur F, alors RÇP) et -Ru(P) sont définis sur 
F, et si M est une composante de Levi de P définie sur F, alors le sous-groupe parabolique 
de H opposé à P par rapport à M, est défini sur F [Bor, ch. V, 20.5] ; de plus, notant S le 
sous-tore F-déployé maximal de iî(M), on a 2'h(S) — M [Bor, ch. V, 20.6]. 

On applique à if le langage des groupes algébriques de la manière habituelle suivante. On appelle 
par exemple : 

- tore de H le groupe des points F-rationnels d'un tore de H défini sur F ; 

- tore déployé de H le groupe des points _F-rationnels d'un tore de H défini et déployé sur F ; 

- sous-groupe parabolique de H le groupe des points F-rationnels P ~ 'P{F) d'un sous-groupe 
parabolique P de H défini sur F, et composante de Levi de P le groupe des points F-rationnels 
d'une composante de Levi de P définie sur F, i.e. le groupe des points F-rationnels du 
centralisateur dans H d'un tore F-déployé maximal de i?(P) ; 

- radical (resp. radical unipotent) d'un sous-groupe parabolique P(F) de H le groupe iî(P)(F) 
(resp. le groupe iîu(P)(F)) ; 

- etc. 

(2.14.4) Remarque. — Si F = P(F) est un sous-groupe parabolique de iJ, alors le morphisme 
quotient H -^ H/P induit une application surjective H -» (H/P)(F), i.e. on a (H/P)(F) = H/P 
[Bor, ch. V, 20.5], et si M et M' sont deux composantes de Levi de F, alors il existe une unique 
u e Fu(P)(F) tel que M' = uMu'^ (loc. cit.). • 

2.15. Points rationnels d'un H-espace tordu défini sur F. Soit H^ un H-espace tordu 
défini sur F, c'est-à-dire tel que : 

- h'' soit une variété définie sur F ; 

- les actions à gauche et à droite de H sur H^ soient définies sur F. 

On note H^ = H'' (F) l'ensemble de ses points F-rationnels. On suppose que H^ est non vide. Alors 
pour 6 G H\ le F-automorphisme lutn* ((5) de H est défini sur F, i.e. on a lutnii ((5) G Auti?(H). 
Munissons H et H'^ de la topologie de Zariski héritée de H et H''. Alors iî'' est muni d'une structure 
de iî-espace tordu au sens de 1.4 : pour S E H\ on a. H''^ ~ H-ô cti\ et l'automorphisme Ininti {S) 
de H est donné par la restriction de lutnii (S) à H. Notons que si H^ = Ht pour un t G Auti?(H), 
alors iî^ coïncide avec le i/-espace tordu Ht défini en 1.4. 
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Puisque H^ est défini sur F, la fonetion H.^ ^ F, ô ^^ L'h'i {^) appartient à l'algèbre afBne 
F[H^]. Pour ô eH\on pose 

Dh,{ô) ^ Dh^{ô) e F 

L'ensemble H'' \ Hj = {(5 G H^ : Dut (5) = 0} est F- fermé dans H^, par suite la variété Hj est 
définie sur F. On note H^^ ~ h5(,„(F) (= FL^ n HJ^ ) l'ensemble de ses points F-rationnels. On a 
donc 

(2.15.1) Remarque. — Supposons le corps F infini. Puisque H est dense dans H [Bor, ch. V, 18.3] 
et H^ ^ 0, H^ est dense dans H''. Comme Hj^g est ouvert et dense dans H^, on en déduit que H\^^ 
est non vide. Par conséquent, F[). est ouvert et dense dans H^. • 

2.16. La décomposition Auti?'(H) ~ Inti?'(H) x 2lo. Fixons un tore maximal To de H 
défini sur F, et un sous-groupe de Borel Bo de H contenant Tq. Notons B^ le sous-groupe de 
Borel B(7 de H opposé à Bo par rapport à Tq. Choisissons une sous-extension galoisienne finie 
Fol F de F^jF déployant Tq. Les groupes Bo et B^ sont donc tous les deux définis et déployés 
sur Fo. Comme en 2.5, posons $o = <i>(To,H), $+ = <i)(To,Bo) et Ao = A(To,Bo). Posons aussi 
A;7 = {—a : a G Ao}. Pour a € $0, le groupe Uq est défini et déployé sur Fo. Pour chaque 
a G Ao, choisissons un élément Uq G Uq,(Fo) \ {1}, et notons Gq, l'épinglage de U^ défini par 
Mq (cf. 2.5); puisque Mq est Fo-rationnel, le morphisme Bq est défini sur Fq. Rappelons qu'un 
système de Chevalley (relativement à To) est la donnée d'une famille {fa}ae<èo d'épinglages des 
Uq, vérifiant : 

- pour a G $0, les épinglages /„ et /_„ sont associés, i.e. l'élément /q,(1)/_q,(1)/q,(1) appartient 
à^H(To); 

- pour a, /3 G $0 , il existe e = ±1 tel que fr^ipjix) — ■mafp{ex)m'^^, où r^ G A^h(To)/To 
désigne la réfiection associée à la racine a. 

On sait que la famille {ea}aeAo se prolonge en un Fo-système de Chevalley {ea}ae^èo^ i-^- ^^ 
système de Chevalley tel que les épinglages Cq, : Ga —t- Uq (a G $o) soient définis sur Fq. De plus 
ce prolongement est unique "au signe près" , c'est-à-dire au remplacement éventuel, pour certaines 
racines /3 G $0 \ (Ao U A^^), de ep par x i-?- 6/3(0;) = e/3(— x). Alors pour a G $0, les éléments 
Ua = 60(1) G Uq et ma = UaU-aUa ë -^h(To) sout Fo-rationucls. 

Posons 2to = Aut;p(H,Bo,To,{Ma}aeAo): et soit To G 2I0. Puisque To(Bo,To) = (Bo,To), 
To opère sur l'ensemble $0 en stabilisant Ao : pour a G $0, la racine To(a) G $0 est donnée 
par Ut-^(q) — To(Uq), et comme Tq o ec, = 6to(q) {<^ G ^o), l'unicité du Fo-système de Chevalley 
prolongeant {ea}aeA^ implique que pour (3 G <î'o\(AoUA^), onaTooe^ — e^^fp) ouTooep — ër^([j)- 
Par conséquent pour a G $0, l'isomorphisme de groupes algébriques To : Uq — > U^^Jq) est défini 
sur Fo. D'autre part puisque le tore To est déployé sur Fo, la restriction de To à To est définie 
sur Fo. Ordonnons (de manière arbitraire) l'ensemble $jj", i.e. posons ^o — {o^ii • • • jCtn}- Posons 
Uo = iîu(Bo) et U~ = iîu(B-). D'après [Bor, ch. IV, 14.4], l'application produit nr=i U«i -> Uo 
est un Fo-isomorphisme de variétés algébriques ; de même, l'application produit Jli=i U-q^ — > U^ 
est un Fo-isomorphisme de variétés algébriques. D'après [Bor, ch. IV, 14.14], l'application produit 
15 o X To X Uo — > H est un Fo-isomorphisme de variétés algébriques sur un ouvert Vo de H défini 
sur Fo. D'après ce qui précède, on a To(Vo) — Vo et la restriction de To à Vo est définie sur Fo. 
Par conséquent To est défini sur Fo. On a donc montré l'inclusion 

(2.16.1) ao C Auti.„(H). 
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D'après (2.5.3) et (2.16.1), pour toute sous-extension F'/Fq de F/Fo, on a la décomposition 

(2.16.2) Auti..(H) = Inti..(H) xi 2lo. 

Remarques (2.16.3). — Soit tt : H ^ Hdcr le revêtement universel de Hdor (cf. 2.5). 

(1) D'après [T, 2.6.1], le groupe H est défini sur F et déployé sur Fo, et le morphisme w est 
défini sur F. Les paires de Borel (B^jT^) de Hdcr et (Bo,To) de H définies comme en 2.5 
en remplaçant (B,T) par (Bo,To), sont définies et déployée sur Fq. Pour a G Ao, l'élément 
ùa = TT^^{ua) cst i^Q-rationncl. À partir de 2lo, on définit comme en 2.5 les sous-ensemble 
ào C Aut;p(H) et 2lo C Aut;p(H'). D'après (2.16.1), on a les inclusions 

ào c Autj^„ (H), 2i; c Auti.„ (Hdcr). 

D'autre part le morphisme bijectif 7f : H/Z(H) -^ Hdcr/^(Hdcr) est défini sur F, mais n'est en 
général pas un isomorphisme (cf. (2.5.6)). On en déduit que si t G Auti?(Hdor), son relèvement 
f à H n'est pas nécessairement défini sur F (même si _F = _Fo)- 

(2) D'après [T, 3.1.2], H se décompose en un produit direct H = Hi x ••• x H„ où chaque 
Hi est un groupe semisimple simplement connexe défini sur F et presque i^-simple, et cette 
décomposition est unique à permutation des Hi près^ L'unicité de la décomposition implique 
que si r e AutF(H), alors r permute les facteurs H^. Supposons H presque F-simple, i.e. 
supposons H = Hi. Alors (loc. cit.) il existe une sous-extension finie L/F de F^/F telle que H 
soit F- isomorphe à Hbsl/fÇH.*) pour un groupe semisimple simplement connexe H* défini sur 
L et (absolument) presque simple. Ici, Res/, /p- désigne le fondeur restriction des scalaires de la 
catégorie des groupes algébriques affines définis sur L dans celle des groupes algébriques affines 
définis sur F. Le groupe H se décompose donc, sur L, en un produit direct H = H* x • • • x H^ 
où chaque groupe H* est L-isomorphe k H* , et m = [L : F]. A nouveau, cette décomposition 
est unique à permutation des H* près, et si r G Auti?(H), alors r permute les facteurs H*. • 

2.17. Automorphismes stabilisant un sous-groupe de Borel défini sur F^. On 

s'intéresse dans ce n° à la version F'^-rationnelle du théorème (2.6.1) : pour un i^-automorphisme 
T de H, on aimerait savoir s'il existe un sous-groupe de Borel T-stable de H qui soit défini sur une 
sous-extension de F^/F (i.e. sur F^). Si p > 1, la réponse est négative en général : 

(2.17.1) Exemple. — Soient F le corps de séries formelles F2((tn)), H le groupe GL2, et 

a; = _ 1 G H. Prenons pour t le i^-automorphisme intérieur IntH(a;)- Un sous-groupe de 

Borel de H est r-stable si et seulement s'il contient x, or aucun sous-groupe de Borel de H défini 
sur F^ ne contient x. * 

Pour traiter la question qui nous intéresse, on peut bien sûr supposer F ^ F'^ . 

(2.17.2) Lemme. — On suppose F — F'^. Soit un élément h Çz H dont la décomposition de Jordan 
h = hghu est F -rationnelle (i.e. tel que hg et h^ appartiennent à H). Alors il existe un sous-groupe 
de Borel B de H défini sur F, tel que h G B(i^). 

Démonstration : Supposons tout d'abord h unipotent, i.e. h ~ h^ E H. Via le choix d'un 
_F-plongement t : H — > GL„, identifions H à un sous-groupe fermé de GL„ défini sur F. D'après 
[Bor, ch. I, theo. 4.8], il existe un élément x G GL„(_F') tel que xhx~^ appartienne au sous-groupe 
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Un de GL„ formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes. Notons B„ le sous-groupe 
fermé de GL„ formé des matrices triangulaires supérieures, et posons B^ = x^^B„x. Alors B^ est 
un sous-groupe de Borcl de GL„ défini sur F, H n Bf^ est un sous-groupe fermé de H défini sur F, 
et h appartient à (HnB^)(F). D'après [Bor, ch. IV, 11.14], la composante neutre B = (HnBfJ° 
de H n B^ est un sous-groupe de Borel de H, et comme Nii(B) = B [Bor, ch. IV, 11.16], on a 
B = HnB^. 

Passons au cas général. Soit M — Zh(^s)° ; c'est un groupe réductif connexe défini sur F, et 
/is, hu G M. D'après le paragraphe précédent, il existe un sous-groupe de Borel Bm de M défini 
sur F, tel que h^ £ Bm. Soit T un tore maximal de Bm défini sur F. Comme hg e Z(M.) C T, 
h appartient à 'Bm{F). D'après [Bor, ch. IV, 11.14], il existe un sous-groupe de Borel B de H tel 
que Bm = (B n M)°. Comme T est un tore maximal de H défini (donc déployé) sur F, le groupe 
B est lui aussi défini et déployé sur F. D'où le lemme. [] 

(2.17.3) Proposition. — On suppose F = F^. Soit t S AutF(H) tel que la décomposition de 

Jordan Tder = (Tder)s O (Tder)u de Tdor G AutF(Hdor) Soit définie sur F (i.e. tel que (Tdor)s et (Tdor)u 

soient définis sur F). Alors il existe un sous-groupe de Borel T-stable de H défini sur F. 

Démonstration : D'après [Bor, ch. IV, 11.14], l'application B n> B nHdcr est une bijcction de 
l'ensemble des sous-groupes de Borel de H sur l'ensemble des sous-groupes de Borel de Hdor, et B 
est T-stable (resp. défini sur F) si et seulement si B n Hder est r-stable (resp. défini sur F). On 
peut donc supposer H ~ Hdor. Alors r = Tdor induit par passage au quotient un F-automorphisme 
T de H = H/Z(H) dont la décomposition de Jordan t = Tg o Tu est définie sur F. D'après loc. cit., 
notant (j> le morphisme quotient H — > H, l'application B i-t- ç!'(B) est une bijcction de l'ensemble 
des sous-groupes de Borel de H sur l'ensemble des sous-groupes de Borel de H ; et B est T-stable 
(resp. défini sur F) si et seulement si (/'(B) est T-stable (resp. défini sur F). On peut donc suppposer 
^(H) = {1}. 

Choisissons comme en 2.4 un morphisme de groupe algébrique t : H — ^ GL„ qui soit un 
isomorphisme sur un sous-groupe fermé de GL„, et un élément g G G„, tels que lot = IntGL„ i9)°t-- 
Puisque H est défini sur F, on peut choisir t. défini sur F, et identifier H au sous-groupe (fermé, 
défini sur F) t(H) de GL„. Notons H le groupe quotient iVGL„(H)/ZGL„(H), et tt : 7Vgl„(H) -^ H 
le morphisme quotient ; il est défini sur F, et induit par restriction un morphisme H — > H qui 
est un isomorphisme sur un sous-groupe fermé de H défini sur F. On identifie H à ce sous- 
groupe. Puisque l'automorphisme t est défini sur F, la projection g = T^ig) G H est F-rationnelle. 
Ecrivons les décompositions de Jordan g = (/s5u de g et g = (jsgu de g. Alors Tg = IntGL„(gs)|H, 
Tu = IntGL„(3u)|H, ffs = 7r(gs) et ^u = 7r((/u), et puisque par hypothèse Tg et Tu sont définis sur F, 
5s et 5u appartiennent à H(F). On peut donc appliquer (2.17.2) : il existe un sous-groupe de Borel 
B de H défini sur F, tel que g G B(F). À nouveau d'après [Bor, ch. IV, 11.14], B = B n H est un 
sous-groupc de Borel de H, et il est défini sur F. Comme 

t{B) = g(B n H)g-i = gBg-' n H = B, 

la proposition est démontrée. [] 

2.18. Automorphismes stabilisant une paire de Borel défini sur F^. On prouve dans 
ce n° qu'un F-automorphisme quasi- semisimple t de H stabilise une paire de Borcl de H définie 
sur F^ — précisément, on prouve qu'il existe un tore maximal T-admissible de H défini sur F — , 
et que le groupe H° est défini sur F. 

Pour T G Auti?(H), on note H^ le sous-groupe F- fermé de H,- formé des composantes connexes 
qui possèdent un point F'^-rationnel, i.e. on pose 

H"^==(H^nH(F^))H°. 
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On a (H^)° — H°. Par conséquent si H^ est défini sur F, alors H° l'est aussi. Réciproquement si 
H° est défini sur F, alors H^ est défini sur F^, donc sur F puisqu'il est F- fermé dans H. 

(2.18.1) Remarques. — 

(1) Pour T G Autj'(H), le groupe Ht est _F-fermé dans H donc défini sur F^ . En particulier si 
p = 1, alors îl-r est défini sur F, donc H° l'est aussi. 

(2) Soit T e Auti.(H) tel que H° soit défini sur F. D'après [Bor, AG, 12.3 et 13.3] on a H^ == H^ 
si et seulement si H,- est défini sur F^, i.e. sur F puisque H,- est F-fermé dans H. D'autre 
part pour toute sous-extension F' /F de F^/F, on a 

Ht n H(F') = (Ht n H(F'^))°^'(^'/-^') = H^(^>^)Gai(F7F') ^ h"^(^'). 

(3) Soit T G Auti?(H) quasi-semisimple tel que H° soit défini sur F. On suppose F — F^. 
Choisissons un tore maximal S de H° défini sur F. Les groupes T = ■^h(S) et N = AfH(T) 
sont T-stables et définis sur F. Soit B" un sous-groupe de Borel de H° contenant S, et soit 
h e Ht. Alors h(B^, S)h-'^ = a;(B'', S)a;-i pour im x e H^, et x-'^h G iVH(S) C N. On a donc 
Ht = H°Nt = NtH°. Posant N^ = NnH^, on a aussi H^ = H°N^ = N^H°. Puisque T est 
défini et déployé sur F, Tt l'est aussi, et Tt = Tt(F)T°. Par conséquent TtH° = Tt(F)H° 
est un sous-groupe fermé de Ht, défini sur F, et Tt est contenu dans Nt. Puisque Ht est 
défini sur F, Nt l'est aussi, et Ht est défini sur F si et seulement si Nt = Nt. 

(4) Supposons H est semisimple et simplement connexe, et soit t e AutF(H) quasi-semisimple. 
Le morphisme 1 — r : H — > H est séparable (2.6.7), par suite Ht = H" est défini sur F. • 

(2.18.2) Lemme. — Soit r G Auti^(H) quasi-semisimple. Alors les trois conditions suivantes sont 
équivalentes (on verra plus loin qu 'elles sont vérifiées) : 

- le groupe Ht est défini sur F ; 

- le groupe H" est défini sur F ; 

- il existe un tore maximal T-admissible de H défini sur F. 

Démonstration : L'équivalence des deux premières conditions a été démontrée plus haut. Si 
Ht est défini sur F, alors il existe un tore maximal S de H" défini sur F, et T = ^h(S) est un 
tore maximal r-admissible de H défini sur F. 

Supposons qu'il existe un tore maximal r-admissible T de H défini sur F, et montrons que le 
groupe Ht est défini sur F. Comme Ht est F-fermé dans H, H" l'est aussi et il suffit de montrer 
que Ht est défini sur F^. On peut donc supposer F — F^. Soit B un sous-groupe de Borel r-stable 
de H contenant T. Alors (B*, T") = (B n H°, T n H°) est une paire de Borel de H° définie sur 
F (puisque T est défini et déployé sur F, T" l'est aussi). Notons B' le sous-groupe de Borel de 
H oppose à B par rapport à T. Alors B'' = B' n H" est le sous-groupe de Borel de H" opposé à 
b" par rapport à T", et tout comme B", B'" est défini sur F. Le groupe U'* = RuÇB''^) est défini 
sur F, et l'application produit U'" x B" — > H" est un isomophisme de variétés algébriques sur un 
ouvert de H [Bor, ch. IV, 14.14]. Cet ouvert est défini sur F et engendre H", par conséquent H" 
est défini sur F. [] 

On peut maintenant démontrer le résultat principal de ce n° : 

(2.18.3) Théorème. — Soit t g Auti?(H) quasi-semisimple. Le groupe H" e.st défini sur F, et il 
existe un tore maximal r-admissible de H défini sur F. En particulier, il existe une paire de Borel 
T -stable de H définie sur F^ . 
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Démonstration : Il suffit de montrer que H° est défini sur F'^. On peut supposer p > 1 et 
F — F'^. La démonstration s'organise comme suit : on commence par se ramener au cas où t est 
localement fini. Puis par descente de H à H° , on se ramène au cas où t est (quasi-semisimple) 
unipotent, ce qui permet d'utiliser (2.8.6). 

D'après (2.5.2), on a H° = iî(H)°(Hdor)°d„- Puisque iî(H) est un tore défini sur F (= F""), 
il est déployé sur F [Bor, ch. III, 8.11], et _R(H)° est un lui aussi un tore défini et déployé sur F 
[Bot, ch. III, 8.4]. Par conséquent si (Hdor)° est défini sur F, alors H° l'est aussi (c'est l'image du 
morphisme produit iî(H)° x (Hdcr)rd„j ^^ ■'^)' Quitte à remplacer H par Hdor et r par Tder, on 
peut donc supposer t g Aut^(H). Alors on écrit la décomposition de Jordan r = TgOTu. Rappelons 
que Tg et Tu appartiennent à Aut^p-cxj (H). 

Montrons que le groupe H° est défini sur F. Identifions H à la composante neutre du groupe 
algébrique afiine H' = H x (t)/C comme en 2.4, et notons 6 l'image de 1 x r dans H'. Puisque H 
et r sont définis sur F, H' l'est aussi et 5 £ H' (F). Ecrivons la décomposition de Jordan S = SsSu- 
On a donc 5^ G U{Fp'°°), t^ = IntH'('5s)° et H°^ = (H^J°. Puisque H' est afiine et défini sur F, il 
existe un morphisme de groupes algébriques t : H — > GL„ défini sur F, qui soit un isomorphisme 
sur un sous-groupe fermé de de GL„. Identifions H' à lCH'i). Notons T le tore maximal diagonal 
de GL„. Il existe un g G GL„(F) tel que 

g~^Ssg = diag{xi, . . . , xi; X2, . ■ . , X2; . . ■ ; Xk, . ■ . , Xk) G T 
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pour des Xi G F^ deux-à-deux distincts. Posons y — g ^Sgg. On a (GL„)j, = GL„j x • ■ • x GL 

où ni est la multiplicité de la valeur propre Xi, X]i=i '^j — "-• Pour m G Z>i, puisque p > 1, 
l'application F^ -^ F^ , x i-t- x^" est bijective, et l'on a (GL„)j^p™ = (GL„)j, ; par suite on a 

(GL„)^p-" = (GL„)4, d'où 

H' ™ = H' n (GL„)^p™ - H' n (GL„)5, - H'^^. 

Choisissons un entier ?n > 1 tel que {t^^Y = idn, et posons a = t^ = (ts)^ . Puisque a est 
semisimple et défini sur F, H° = H° est défini sur F. 

Comme r est défini sur F, r* (= tJh^o) l'est aussi. Or d'après (2.8.3) et (2.8.4), t* est quasi- 
semisimple unipotent et H° = (H° )t-*. Quitte à remplacer H par H° et t par r*, on peut donc 
supposer r unipotent. D'après (2.14.3), r-stabilise un sous-groupe de Borel B de H défini sur F. 
Puisque Bo et B sont définis sur F, il existe un y G H(F) tel que B — y~^'Bay- Quitte à remplacer 
T par IntH(j/) °t °ï'ni'H.{y^^), on peut supposer t(Bo) = Bq. Ecrivons r = Iiitii{h) oto avec /i G H 
et To G 2to (2.5.3). Soit un entier m > 1 tel que t^ — idn. Puisque 

T*'" = IntnihToih) ■ • • Tf-\h)) o rf , 

à nouveau d'après (2.5.3), on a hTo{h) • • • Tq ^ (h) G Z{1T) et Tq = idn. Donc Tq est unipotent, 
et d'après (2.8.6), il existe un x G H tel que 

T = IntH(a;^ ) o To o IntH(a;) = IntH(a;^ ''"o(ic)) o Tq. 

Comme t o t^"'^(Bo) = Bo, x^"'^To(a;) appartient à Bq. 

Puisque Vo (= U~Bo) est ouvert dans H et que H(_F) est dense dans H, quitte à remplacer 
T par IntH(j/') o r o IntH(y'~^) pour un y' G H(_F'), on peut supposer x G Vq. Ecrivons x = ûb 
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avec û G Uj7 et 6 e Bq. Comme x^^To{x) = b^^û^^To{û)To{b) G Bo, on a û^^To{û) g Bq ; or 
U~ n Bo = {1}, donc û G U^ n H^„. On obtient 

T = Intii{b^^To{b)) oTo. — IntH(fc^"^) o Tq o IntH(6)- 

Puisque r et Tq sont définis sur F, l'image 5i de 6i = b^^To{b) dans B/Z(H) est F-rationnelle. 
Écrivons b ~ tu, t £ To, u G Uo, et posons ti — t^^To{t), t^ = Intiï(ii) o Tq. On a 

6i = U^"^t^"^ro(t)To(u) = u^^T'^{u)ti 

avec u^^tÔ{u) g Uo et ti G Tq. Comme 6i est F-rationnel, u~^To(m) et l'image de ti dans 
T/Z{G le sont aussi. En particulier, ré est défini sur F et stabilise la paire de Borel (Bo,To) 
de H. D'après (2.6.6), le morphisme (1 — t^)\ij„ est séparable. D'autre part le groupe (Uo)t^ est 
connexe (2.6.3), résoluble (car nilpotcnt), et déployé sur F {— F^). Comme t^{u~^)u g XJo{F), 
cela implique [Bor, ch. V, 15.12] qu'il existe un élément u' G Uo(F) tel que t^{u^^)u — t^{u'^^)u' . 
Donc u^^To{u) = u'^^To{u') et 

T = IntH(w-V^(w)Éi) o To = ïntii{u'-^T'^{u'))) oT^= IntH(u'-i) o t> IntH(u'). 

Le tore maximal u'^^Tqu' de H est défini sur F et r-admissible. Puisque ce tore est déployé sur 
F, tout sous-groupe de Borel de H le contenant est défini et déployé sur F, ce qui achève la 
démonstration du théorème. [] 

(2.18.4) Corollaire. — Soit r G Auti?(H) quasi-central. Le groupe Hr est défini sur F. 

Démonstration : On peut supposer F = F'^. Choisissons un tore maximal S de H° défini sur 
F, et posons T = Zh(S), N = 7Vh(T) et W = N/T. Les groupes N, T et W sont définis sur F, 
et d'après la remarque (2.18.1)-(3), on a Hr = NrH°. Puisque t est quasi-central, tout élément r- 
stable de W se relève en un élément de NnH° (2.7.3). On a donc N^ = (NnH°)T^ = Tr(NnH°). 
Par conséquent H^ = T^H" = TriF)Ji°, d'où le résuhat. D 

(2.18.5) Remarque. — Soit r G AutF(H) quasi-semisimple. On peut préciser le point (3) de 
la remarque (2.18.1), dont on reprend les hypothèses et les notations (en particulier F = F^). 
Posons W = N/T, et notons W,- le sous-groupe de W formé des éléments qui sont r-stablcs. La 
projection canonique N — > W induit un morphisme de groupes (et même de groupes algébriques) 
injectif N^/T^ -> W^. On note W* C W^ son image. 

Puisque T est défini et déployé sur F, pour chaque r-orbitc O dans $(T,H), l'élément yr.o 
— défini en (2.6.9) — appartient à F. On en déduit (2.7.3) qu'il existe un élément t G T(F) 
tel que le i^-automorphismc t' = IntH(0 o t de H soit quasi-central. Le tore maximal T de H 
est r'-admissible, et l'on a Wt-' = W.r et T.^' = Tt-. Puisque t' est défini sur F, H,-' l'est aussi 
(2.18.4), par suite N^' = N n N^-/ est défini sur F. Notons que d'après (2.7.3), on a W;, = W^/. 

Soit maintenant un élément n G Nt-. Alors w ~ nT appartient à W* C W.^ ~ W*,, donc 
se relève en un élément n' G Nr', que l'on peut choisir dans Nt-'(F) puisque N,-' — Nt-'(F)T°. 
Soit X = nn'-^ G T. Posant f^-^ = ntn-^t-^ = n'tn'-^t-^, on a f^'^ = xt{x)-'^ G T(l - t). 
Réciproquement si w G W,- vérifie t™^^ G T(l — r), alors w se relève à N,-. On a donc 

W; = {weWr: r-i G T(l - r)}. 

Puisque t G T(F) et W = W(F), l'élément t^~^ appartient au groupe T(l — t)(F) des points 
F-rationncls de T(l — r). Notons T{F){1 — t) le sous-groupe de T(l — t){F) formé des yT{y)~^ 
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pour y G T{F). L'isomorphisme de groupes N,-/Tt- — > W* induit par restriction une application 
injective '^t{F)/Tt{F) — > W*. On note W* C W* son image. Par définition, W* est le sous- 
groupe de W^ formé des éléments qui se relèvent à N^(_F) = N^ n H(_F), et de la même manière, 
on obtient 

w; = {7i7 e W^ : r-^ e T(f )(1 - r)}. 

Puisque T^H° = H°T^ est défini sur F, H,- est défini sur F si et seulement si W* = W*. • 

2.19. Tores maximaux et sous-espaces de Cartan de H'' (F). Pour 6 G ^regi ^^ groupe 
H^ est un tore, et comme r = lutnCf^) est quasi-scmisimple, il est défini sur F. Par conséquent 
le groupe T = Zh(H^) est lui aussi défini sur F [Bor, cli. III, 9.2] — notons que puisque T est 
l'unique tore maximal r-admissible de H, cette assertion résulte aussi de (2.18.2). 

(2.19.1) DÉFINITION. — On appelle : 

- tore maximal de H^ l'ensemble des points F -rationnels S'' (F) d'un tore maximal S' de H^ 
défini sur F et tel que S'' fl iî^^og ¥" ^■ 

- sous-espace de Cartan de H^ l'ensemble des points F-rationnels T^{F) d'un sous-espace de 
Cartan T^ de H^ défini sur F et tel que T'^ ("1 H^^^ ^ 0. 

Par définition, un tore maximal de H^ est une partie de la forme tlg{F) ■ 5 pour un J G H^csi 
et un sous-espace de Cartan de H^ est une partie de la forme Zh(H^)(F) • 6 pour un (5 G -ffrog- 
Tout tore maximal S^ de H^ définit un quadruplet de Cartan {S, S\T,T^) de H^ : 

- S = H^(F) pour un (resp. pour tout) ô Çz S^ Ci H^^ — c'est un tore de _ff, et S"^ est un 
S'-espace tordu ; 

- T = Zh(H^)(F) pour un (resp. pour tout) (5 G S'' n -ff^^og — c'est un tore maximal de H] 

- T^=T ■ S^ = S^-T — c'est un T-espace tordu. 

De même, tout sous-espace de Cartan T*" de iî'' définit un triplet de Cartan {S,T,T^) de H^ : 

- S = H^(F) pour un (resp. pour tout) ô G T^ H H^^^ ; 

- T ^ Zh(H^)(F) pour un (resp. pour tout) S e T^ D H^^^. 

L'application qui a (5 G T'' associe le quadruplet (5,5 • (5, T, T'') est une bijection du 5\r-espace 
tordu S\T'^ sur l'ensemble des quadruplets de Cartan de i/'' prolongeant {S,T,T^). 

(2.19.2) Proposition. — Supposons le corps F infini, et soit (5, S\T, T'') un quadruplet de Cartan 
de H^. Alors on a S = Zh{S^) = Zh{T^) et T ^ Zh{S). 

Démonstration : Soit S'' le sous-espace de Cartan de H donné par S^ = H^ • S pour un (resp. 
pour tout) ô e S^n H^^g, et soit (S, S'', T, T'') le quadruplet de Cartan de H^ associé à S''. Alors 
S, s'', T, T^ sont définis sur F et leurs ensembles de points F-rationnels coïncident avec S, S\ 
T, TK Posant Zh(5^) ^ {h e Ji : ô ■ h ^ h ■ S}, on a. l'inclusion Zh(S^) C ZniS^)- Soit h e H. 
Posons S^ = {(5 G S^ : ô ■ h ~ h ■ ô}. C'est une sous-variété fermée de S^, et l'on a Sj^ = S^ si 
et seulement si /i G Zh(S''). De même, posant S\ ~ {ô Çz S'^ : 5 ■ h ^ h ■ 5}, on & S\ — S'' si 
et seulement si ft. G Zh(S'''). Puisque F est infini, S"^ est dense dans S'' (2.5.1), par conséquent si 
si = S^ alors Sj^ = S^ d'où l'inclusion Zu{S^) C Zh(S^) (= S), puis l'égalité Zh{S^) = S. Le 
même raisonnement entraîne que Zh{T^) = S, et que Zh{S) = T. [] 

(2.19.2) Corollaire. — 

(1) Deux quadruplets de Cartan {S, S\T,T^) et {S', S'\T',T'^) de H^ sont conjugués dans H si 
et seulement si les tores maximaux S^ et S"' de H'^ le sont. 
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(2) Deux triplets de Cartan {S,T,T^) et {S',T',T'^) de H^ sont conjugués dans H si et seulement 
si les sous-espaces de Cartan T^ et T'^ de H^ le sont. 

Démonstration : Montrons (1). Il s'agit de montrer que si S"' — h ■ S^ ■ h^^ pour un h G H, 
alors on a 

{S',S'\T',T'^) = h-{S,S\T,T^) ■ h-\ 

Puisque S = ZHiS^) et 5' = ZniS'^), on a S' ^ hSh-\ et puisque T ^ Zh{S) et T' = Zh{S'), 
on a. T' — hTh~^. On en déduit que 

T'^ = T' ■ S'^ = (hTh-^) -{h-S^- h-^) ^h-{T-S'^)-h-^ =h-T^- /i^\ 

Le point (2) s'obtient de la même manière, en utilisant que 5* = Zh{T^)- G 

2.20. H(i^)-orbites dans H^(F). Pour 5 e ff'i, la H-orbite Oh ((5) est définie sur F, et 
l'ensemble On {5) (F) de ses points F-rationnels est réunion de iî-orbites de la forme 

OH{S')^{h-^ -S' -h-.heH} 

pour ô' e Oh{S){F). D'autre part, le morphisme tt^ : H — > Oh{S), h M- h~^ ■ S ■ h est défini sur 
F, et s'il est séparable (e.g. si p = 1, ou si J est semisimple d'après [Bor, ch. III, 9.1]), alors H^ 
est défini sur F et Oh{S) est "le" quotient de H par H^ [Bor, ch. II, 6.7] ; en ce cas tts induit une 
application surjectivc H(F'^) ^- Ou{S)(F^), et l'étude des iî-orbitcs de 0-h{S){F) se ramène à un 
problème de cohomologie galoisienne. 

(2.20.1) Remarques. — 

(1) Soit un élément 5 € H^ tel que le groupe H^ soit défini sur F. Alors le morphisme bijectif 

Tfi : H/Hi -^ 0-a{5), h ^ h''^ ■ S ■ h 

est défini sur F. Par passage aux points _F-rationnels, il induit une application injective 
{ïI/'îis){F) — > Oh{S){F) qui n'est en général pas surjective (bien sûr elle l'est si tts 
est séparable, puisqu'alors îts est un isomorphisme) , même si -F = F'^. Comme le mor- 
phisme quotient H — > H/H^ induit une application surjective H(F*^) -^ (H/H^)(F'^), 
l'application H(F'^) — > Oii{S){F^), h i— >■ h~^ ■ ô ■ h est surjective si et seulement si l'application 
{îl/'tis)(F^) -^ 0-H.(S){F^) est bijective. Si l'on suppose seulement que H^ est défini sur F 
(e.g. si S quasi-scmisimple (2.18.3)), alors H| = (Us O H(_F^))H^ est défini sur F, et puisque 
H|(F'') = Ha nH(F''), on obtient aussi que l'application H(F") -^ OuiS)iF^), h^h-^-S-h 
est surjective si et seulement si l'application (H/H|)(F*') -^ Oh{S){F^) est bijective. 

(2) Soit ô G H'^ quasi-semisimple tel que le morphisme tts soit séparable. Supposons que le groupe 
H^ soit connexe (e.g. si ô est unipotent, ou si H est semisimple simplement connexe). Si ô est 
régulier, alors H^ = H^ est un tore. Ce tore se déploie sur une sous-extension finie Fi/F de 
F^/F, et d'après (2.14.2), pour toute sous-extension F' / Fi de F/Fi, le morphisme tts induit 
une application surjective H(F') — > Ou{S){F'). 

(3) Supposons que F soit un corps de type (F) au sens de [Se, ch. III, §4.2] ; i.e. que F soit parfait 
et que pour chaque entier n > 1, il n'existe qu'un nombre fini de sous-extensions de F/ F qui 
soient de degré n. Alors d'après [Se, ch. III, §4.4, théo. 5], pour ô E H\ l'ensemble Oîi{S){F) 
est réunion d'un nombre fini de iJ-orbites. * 
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2.21. La topologie tn-adique (cas d'un corps local non archimédien) . On suppose dans 
ce n° que F est un corps comniutatif localement compact non archimédien. On note Op l'anneau 
des entiers de F, et l'on choisit une uniformisante w de F. Si X est une variété algébrique affine 
définie sur F, on peut munir l'ensemble X ~ X(_F) de ses points F-rationnels de la topologie 
définie par F, appelée aussi topologie w-adique : c'est la topologie la moins fine rendant continues 
les applications X ^ F induites par les éléments de l'algèbre affine i^[X]. Elle est plus fine que la 
topologie de Zariski (restreinte à X). Cela fait de X un td-espace. Si de plus X est lisse, alors X 
est une variété (analytique) zu-adique au sens de [HC, part V, §2], et sa dimension comme variété 
îu-adique, notée dim(X), coïncide avec dim(X). 

Munissons H = H(F) et H^ = H''(i^) de la topologie tzj-adique. Cela fait de H un groupe 
topologique localement profini, et de H^ un td-espace et un _ff-espace tordu. Les td-espaces H 
et H^ sont des variétés -oj-adiques, de même dimension dim(H) = dim(H^), et pour 6 S H^, le 
td-espace OiiiS){F) est une variété tzj-adique de dimension dim(H) — dim(H5). Rappelons que 
pour S G H^, on a posé 

H| = H,(F^)H^ 

et 

Hs = {h e H -.lut Hi,{S){h) = h}. 

Pour ô G Hs, on a dim(H5) = dim(H^) = dim(H|), et si H^ est défini sur F, i.e. si H| est défini 
sur F, ona.Hs = H|(i^). 

Si H = GL„, l'ensemble {1 + zu''M{n, Op) ■ k G Z>i} est une base de voisinages de 1 dans 
GL„(i^) formée de sous-groupes ouverts compacts. Dans le cas général, la topologie nj-adique sur H 
coïncide avec celle déduite de CL„ (F) par restriction, via le choix de n'importe quel _F-plongement 
H — > (GL„. En particulier, H est réunion dénombrablc d'ouverts compacts (cela résulte par exemple 
de la décomposition de Cartan pour GL„(i^)). 

(2.21.1) Proposition. — Pour 5 Çz H^ quasi-semisimple, la H-orhite Oh{S) est fermée dans H 
(pour la topologie zu-adique), et l'application bijective Hs\H -^ Oh{S), h h-> h^^ ■ ô ■ h est un 
homéomorphisme. 

Démonstration : Soit 5 Çz H^ quasi-semisimple, et soit 5' G Oii{ô){F). D'après (2.18.3), 
le groupe H^, est défini sur F, et Hs' = H^/ {F) est une variété tu-adique de dimension 
dim(H^,) — dim(H^). Ainsi la iJ-orbitc Oh{5') est une variété tn-adique de dimension 

dim(i7) - à\WL{Hs') = dim(H) - dim(H^) = àmi{Oii{5){F)) . 

Elle est donc ouverte dans 0-h.{5){F) (pour la topologie tn-adique). On en déduit que toutes les 
-ff-orbites de 0h(<5)(F) sont ouvertes et fermées dans 0-ii{5){F). D'oii la première assertion de la 
proposition, puisque d'après (2.13.1), Oii{5){F) est fermé dans H^. La seconde assertion résulte 
de [BZ, ch. 1, cor. 1.5]. Q 

Si p = 1, alors F est un corps de type (F), et pour 6 & H^, l'ensemble 0-h.{5){F) est réunion 
finie de iî-orbites (2.20.1). En général, on a le résultat plus faible suivant : 

(2.21.2) Proposition. — Soit ô G HK Supposons que le morphisme ws soit séparable, que le 
groupe H^ soit réductif, et que le groupe quotient H^/H^ soit d'ordre premier à p. Alors l'ensemble 
Ch('5)(-F) est réunion finie de H -orbites. 
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Démonstration : On peut supposer p > 1. Alors F est isomorphe à un corps de séries formelles 
¥q{{zu)) OÙ ¥q désigne le corps fini à g (= p'') éléments. Puisque le morphisme tts est séparable, le 
groupe Us est défini sur F, le quotient H/H^ l'est aussi, et le morphisme H — > Oii{S), h ^^ h-S-h~^ 
induit une application bijective (H./tîs){F) — > Oii{S){F). Pour toute sous-extension F'/F de 
F^/F et toute variété algébrique affine V défini sur F', on note H^(F',V) l'ensemble pointé 
Hi(S(FVF'),V(F^)) défini dans [Se, ch. III, §1]. D'après [Se, oh. I, §5.4, cor. 1], le quotient de 
(H./tis){F) par H s'identifie au noyau (dans la catégorie des ensembles pointés) de l'application 
canonique lî^{F,'H.s) — !> H^(F, H). Il suffit donc de montrer que l'ensemble H"'^(F, H^) est fini. 
Puisque H^ est défini sur F et distingué dans H^, on a la suite exacte longue d'ensembles pointés 
[Se, ch. I, §5.5, prop. 38] 

U\F,H°s)^îl\F,Hs) ^ U\F,Hs/H1). 

Puisque H^ est réductif connexe, d'après [BT, ch. III, théo. 3.12] (cf. [Se, ch. III, §4.3, rem. 2]), 
l'ensemble II^(F, H^) est fini. Il suffit donc de montrer que l'ensemble H^{F,tis/ii'^) est fini. Soit 
pmod^p jg^ sous-extension modérément ramifiée maximale de F^/F, et posons S™°^ = S(F™°'^/F). 
Puisque ïis est défini sur F, le groupe quotient H^/H^ l'est aussi, et comme les composantes 
connexes de H^ sont définies sur F^ [Bor, ch. AG, 12.3], on a H^/H^ = (H5/H^)(F^). Comme 
S(FyF™°^) est un pro-p-groupe et que (par hypothèse) le groupe H^/H^ est d'ordre premier à p, 
on a H^(F'"°^, Hô-/H^) — 0. D'après [Se, ch. I, §2.7.b], on a donc une identification canonique 

Hi(i^,H,/H^) = Hi(S'"°^ (H,/H5°)(^'"°'i)). 

Or pour chaque entier n > 1, il n'existe qu'un nombre fini de sous-extensions de F'^°'^/F qui 
soient de degré n. Par conséquent le groupe S™""^ est de type (F) au sens de [Se, ch. III, §4.1], et 
l'ensemble Hi(I]'"°d, (H5/H^)(F'"°'^)) est fini [Se, ch. III, §4.1, prop. 8]. D'où la proposition. Q 

D'après (2.6.3) et (2.6.4), on a le 

(2.21.3) Corollaire. — Pour S G H^ quasi- semisimple tel que le morphisme tts soit séparable (e.g. 
si H est semisimple et simplement connexe, d'après (2.6.7)), l'ensemble Oii{ô){F) est réunion finie 
de H-orbites. 

(2.21.4) Exemples. — Rappelons que le groupe F^ /{F'^Y est fini si et seulement si F est de 
caractéristique différente de 2. 

(1) Soit H = SL2. Il existe une unique H-orbitc unipotcnte non triviale dans H : celle de l'élément 

fl l\ (\ x\ 

M = ( ) G -ff. Pour X <E F^ , notons Ox la i7-orbitc de l'élément u^ ~ [ „ , ). Alors 

Ox ne dépend que de l'image de x dans F^ /(F^)"^, et 0-h.{u){F) est l'union disjointe des 
if -orbites Ox pour a; G F^/(i^^)2. 

(2) Soit H = GL2, et soit 7 l'élément I j de 7î. Son polynôme caractéristique est t^ + w. 

Il est irréductible sur F et séparable si et seulement si la caractéristique de F est différente 
de 2, auquel cas 7 est semisimple régulier. Si F est de caractéristique 2, alors 7 est conjugué 

dans H à l'élément ( 1 1 , 011 tuâ est l'unique racine (double) de t^ -|- n7 dans F. 

\ nj2 J 

(3) Soit T le i^-automorphisme t 1-^ t^^ de H = Gm, et posons H'' = Hr. Pour 5 G iî^ et i G H, 
on a. t^^ ■ S ■ t = t^^ ■ 5, par conséquent Oii{ô) — H'' et C'h('5)(-F) est l'union disjointe des 
iï-orbites Oh{x • ô) pour x parcourant un système de représentants dans F^ des classes de 
F^ /{F^)"^. Notons que le morphisme 1 — t de H est séparable si et seulement si F est de 
caractéristique différente de 2. • 
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3. Caractères d'un groupe réductif p-adique 

Dans ce chapitre 3, on fixe un corps commutatif localement compact non archimédien F, et 
un groupe algébrique réductif connexe G défini sur F. On note G — G{F) le groupe des points 
i^-rationnels de G muni de la topologie w-adique (rappelons que tu désigne une uniformisante de 
F). On fixe un G-espace tordu G'' défini sur F et possédant un point F-rationnel So. On note G^ 
le G-espace tordu G\F), et 9 le F-automorphisme IntGft(^o) de G. On a donc G''' = G • (5o C G^. 
On fixe aussi un caractère k de G. 

3.1. Paires paraboliques de G; mesures normalisées. On appelle paire parabolique de 
G une paire (P, A) formée d'un sous-groupe parabolique P de G et d'un tore déployé maximal A 
du radical de P. 

Si P est un sous-groupe parabolique de G, on note Up — Ru{P) son radical unipotent. Si 
{P,A) est une paire parabolique de G, on note Ma = Zc{A) le centralisateur de A dans G. Alors 
Ma est une composante de Levi de P, i.e. on a la décomposition en produit semidirect P = MaUp. 
De plus, la paire (P, A) est ^-stable si et seulement si les groupes Up et Ma sont ^-stables. 

Fixons une paire parabolique minimale {Po,Ao) de G. On ne suppose pas qu'il existe une 
telle paire qui soit 0-stable (même si l'on peut toujours s'arranger pour que ce soit le cas, cf. la 
remarque (3.1.2)-(1) ci-dessous). Posons Uo = Ru{Po) et Mo = Ma„, et notons Vo l'ensemble des 
sous-groupes paraboliques de G contenant Pq. Pour P € Vo, on note Mp l'unique composante de 
Levi de P contenant Mo, P^ le sous- groupe parabolique de G opposé à P par rapport à Mp, et Ap 
le tore déployé maximal du centre Mp ; on a Mp = Map = P D P~. L'application P h^ (P, Ap) 
identifie donc Vo à l'ensemble des paires paraboliques (P, A) de G telles que P D Po et A C Ao. 
Rappelons que Vo paramétrise l'ensemble des classes de conjugaison de paires paraboliques de G. 

Notons Vo le sous-ensemble de Vo formé des paires paraboliques ^-stables, i.e. posons 

V^ = {P e Po : 0{P) = P et e{Ap) = Ap}. 

Notons que Pf est non vide — la paire parabolique maximale {G,Ag) est (^-stable. Contrairement 
à ce que la notation pourrait faire croire, notons aussi que si la paire (Po,Ao) n'est pas ^-stable, 
alors 9 n'opère pas sur Po (vu comme ensemble de paires paraboliques) et Pf ^^ paramétrise pas 
l'ensemble des classes de conjugaison de paires paraboliques ^-stables de G. 

(3.1.1) Lemme. — Supposons que la paire (Po, Ao) soit 6-stable. Alors 6 opère sur Vo de manière 
compatible avec l'identification "P = {P,Ap)" : pour P G Po, on a Agip\ = d{Ap). De plus, Vo 
paramétrise l'ensemble des classes de G-conjugaison de paires paraboliques 9 -stables de G. 

Démonstration : Pour P G Po, puisque 0{Po) =- Po, on a 6{P) G Po, et puisque d{Ao) = Ao, 
on a 6{Ap) C Ao et d{Ap) ~ Ag(^py Par suite, 9 opère sur Po de manière compatible avec 
l'identification "P == {P,Apy\ En particulier, on a Pf = {P G Po : 0{P) = P}. 

Soit {P,A) une paire parabolique 0-stablc de G. Il existe un g G G tel que g^^Pg D Po et 
g^^Ag C Ao, i.e. tel que g~^Pg G Pc et Ag-ipg = g^^Ag. Posons x = g^^d{g). Puisque 

Pc c 0{g-'Pg) = 0{g-')P0{g) = x-\g-'Pg)x, 

on a 9{g~^Pg) — g^^Pg. Par suite, V^ paramétrise l'ensemble des classes de G-conjugaison de 
paires paraboliques ^-stables de G. [] 

Soit I |f la valeur absolue sur F normalisée par \w\f = q^^, et q est le cardidal du corps 
résiduel de F. Soit Ko le stabilisateur dans 

G^ = Pi keriViF 
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d'un sommet spécial de l'appartement Ao = A{G, Ao) associé à Ao de l'immeuble (non étendu) de 
G ; c'est un sous-groupe ouvert compact maximal (spécial) de G. Pour tout P G "Po , on a : 
(i) G = K,P = KMpUp- 

(ii) Xo n P = (Xo n Mp){Ko n Up) ; 
(iii) KoCiP- = {Ko n Mp){Ko n Up-). 

(3.1.2) Remarques. — 

(1) Puisque {9{Po),0{Ao)) est encore une paire parabolique minimale de G, il existe un x £ G tel 
que 9{Po) = x~^PoX et 9{Ao) = x~'^AoX. Par suite, posant 6q ^ x ■ 5q et 9* ^ IntG((5(5) G 
AutF(G), on a 9*{Po) = Po et 9*{Ao) = Ao, i.e. la paire {Po,Ao) est 6'*-stablc. 

(2) Pour 2 G Z, 9^ {Ko) est encore un sous-groupe ouvert compact maximal spécial de G, et si la 
paire {Po,Ao) est ^-stable, alors 9^ {Ko) vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessus (pour tout 
P G Po). Notons qu'il n'est en général pas possible de choisir 9* et Ko tels que (Po, Ao) et 
Ko soient 0*-stables. C'est en revanche toujours possible si G est non ramifié, c'est-à-dire si 
G est quasi-déployé sur F et déployé sur une extension non ramifiée de P. * 

Si H est un sous-groupe fermé de G, on appelle mesure de Haar à gauche sur H normalisée 
par Ko l'unique mesure de Haar à gauche dih sur H telle que vol(iï n Ko, dih) = 1. 

Soit dg la mesure de Haar sur G normalisée par Ko- Si K est un sous-groupe ouvert compact 
de G, on note aussi dk la mesure dg\K sur K . 

Pour P G Po, on note dmp et dup les mesures de Haar sur Mp et Up normalisées par Ko, et 
l'on pose dipp — dmpdup ; c'est la mesure de Haar à gauche sur P normalisée par Ko- Pour a; G P, 
on a donc (abus d'écriture) /!^p{x)di{xpx~^)p = dipp. Grâce à dmp, on définit les caractères de 
Mp comme en 1.2. Lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible, on omettra l'indice P dans les 
notations dmp, dup et dipp. Pour toute représentation lisse a de Mp, on pose 

a{f)^a{fdmp) {feC^{Mp)), 

et si a est admissible, on note &„ et O^ le caractère et le caractère P-tordu de a définis grâce à 
dmp comme en 1.2 et 1.3. 

3.2. Sous-espaces paraboliques de GK On appelle sous-espace parabolique de G^ un sous- 
espace topologique tordu de G^ (cf. 1.4) qui soit un P-espace tordu pour un sous-groupe parabolique 
P de G ; i.e. un sous-espace topologique de G^ de la forme P • 7 pour un sous-groupe parabolique 
P de G et un élément 7 G G'' tel que Intg^ (7)(P) = P. Si P est un sous-groupe parabolique de G, 
puisque Ng{P) = P, il existe au plus un sous-espace parabolique de G de G^ qui soit un P-espace 
tordu. En d'autres termes, l'application P'' 1— > P de l'ensemble des sous-espaces parabolique de G'' 
dans l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G, est injective. 

Notons que pour tout sous-espace parabolique P^ = P • 7 de G'', notant Ng{P''^) le 
normalisateur {g e G : g-'^ ■ P^ ■ g = P^} de P^ dans G^ on a Ng{P^) = Ng{P) = P. 

Si P^ est un sous-espace parabolique de G\ on appelle composante de Levi de P^ un sous- 
espace topologique tordu de P^ qui soit un M-espace tordu pour une composante de Levi de M 
de P ; i.e. un sous-espace topologique M^ de P'' de la forme M ■ 7 pour une composante de Levi 
M de P et un élément 7 G P'' tel que Intgh (7) (M) = M. 

(3.2.1) Lemme. — Soit p'' un sous-espace parabolique de G^ . Il existe une composante de Levi 
de P^ . L'application M^ i~> M de l'ensemble des composantes de Levi de P^ dans l'ensemble des 
composantes de Levi P, est bijective. En particulier si M^ et M'^ sont deux composantes de Levi 
de P\ alors il existe un unique u G Up tel que M'^ ~ u ■ M^ ■ u^^ . 
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Démonstration : Écrivons P'' ~ P-7, et soit r — Int^j (7). Puisque r(P) = P, on a t{Up) — Up. 
Soit M une composante de Levi de P. Alors t{M) est une autre composante de Levi de M, et il 
existe un unique u e Up tel que t{M) — u'~^Mu. Posons 7' = u • 7 G P^ et r' = Intgh(7'). Alors 
t'{M) = m et m ■ ■f' est une composante de Levi de PK 

D'après ce qui précède, l'application Af'' M- M de l'ensemble des composantes de Levi de P'' 
dans l'ensemble des composantes de Levi P, est surjective. Elle est aussi injective car pour toute 
composante de Levi M de P, on a Ng{M) D P = M. D'oîi la dernière assertion du lemme. [] 

Soit P^ un sous-espace parabolique de GK Puisque pour tout 7 G P\ on a Intpii {j){Up) = Up, 
on peut considérer l'espace topologique tordu quotient P^/Up (cf. 1.4). Soit M^ une composante 
de Levi de P''. Alors on a la décomposition de Levi P^ — M^ ■ Up, au sens 011 tout élément 7 G P^ 
se décompose de manière unique en j = S • u avec 6 G M\ u G Up et Intpii {S){Up) = Up. De plus, 
l'inclusion M^ C P^ induit un isomorphisme d'espaces topologiques tordus M^ — > P^ /Up. 

Soit Vo le sous-ensemble de Vo formé des P tels qu'il existe un sous-espace parabolique de G'' 
qui soit un P-espace tordu. Pour chaque P G Vo, il existe un unique sous-espace parabolique P^ 
de G^ qui soit un P-espace tordu, et d'après (3.2.1), il existe une unique composante de Levi de 
P^ qui soit un Afp-espace tordu; on la note M p. On en déduit que Vo paramétrise : 

- l'ensemble des classes de G-conjugaison de sous-espaces paraboliques de G^ ; 

- l'ensemble des classes de G-conjugaison de sous-espaces paraboliques P^ de G^ munis d'une 
décomposition de Levi P^ — M"^ ■ Up. 

Pour P E Vo, l'ensemble P • Sç, est un sous-espace parabolique de GK D'oii l'inclusion 

V'o C vl 

(3.2.2) Lemme. — Supposons que la paire {Po,Ao) soit 9-stable. Alors on a l'égalité Vq = Po- 

Démonstration : Il s'agit de montrer que Vo C Pq • Soit P G Vo. Ecrivons P^ = P-7, et 7 = g-Sç, 
avec g G G. Soit t = IntGù(7). Puisque t{P) = P et t ^ IntcCg) o 6», on a 9{P) = IntG(g"^)(P). 
Or 0(P) G Vo, d'où e{P) = P. D 

Soit d'jMp = Sq ■ dnip la mesure de Haar à gauche sur Mp associée à dmp (c'est aussi une 
mesure de Haar à droite, cf. 1.5), et soit <i;7p = d'yMp ■ dup la mesure produit sur P^ = Mp ■ Up. 
Alors di^p est la mesure de Haar à gauche 5q ■ dipp associée à dipp. Pour toute «-représentation 
lisse E de Mp, on pose 

!]((/.) = S (0d7Mp) {<PeG^{MJ,)), 
et si S est admissible, on note O^ le caractère de S défini grâce à djMp comme en 1.6. 
Pour P ~ G, on pose d'y = ^70- 

Soit P^ un sous-espace parabolique de G^. D'après (1.5.2), le module Ap^ de P^ se factorise 
à travers P^ /Up. Soit 5 pi : P^ -^ R>o l'application définie par 

,5p,(7) = Ap,(7)-iApt/t,,(7 • Up) (7 e P^). 

Elle aussi se factorise à travers P'^/Up. Puisque le groupe quotient P/Up est unimodulaire, le 
module Ap^/fj^ de P^/Up est constant, et l'on a (d'après (1.5.2)) 

(3.2.3) 5p,{p--i)^5p{p)5p,{^) ipeP,jeP^), 

où ôp est le caractère Ap^ de P. Pour r G M, on note ôp^ : P^ -^ M>o l'application 7 h- ;> Sp^ ilY ■ 
PourP^ =G^ on a S an = 1. 
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3.3. Eléments réguliers et quasi- réguliers de G^. On note g — Lie(G) l'algèbre de Lie de 
G, et Q* — Homi?(g,F) son dual algébrique. Pour tout sous-groupe parabolique P de G, on pose 
p = Lie(P) et up = Lie(C/p). 

Soit Adgii : G^ -^ GL(g) l'application 7 i~> Lie(IntGii(7)) '■ Q ^ Q- Rappelons que pour g £ G 
et 7 G g'', on a Intcu (g ■ 7) = IntcCg) o Intgt (7). On a donc 

Adc, (3.7) = AdG (5) o Adct (7) (5 e G, 7 e G^ ) . 

Soit AdiQt, : G^ -^ Autp(g*) l'application définie par 

{X,Ad*^,i^)iY)) = {Ada,ii)-HX),Y) (X e g, F G g*, 7 e G^). 

Pour toute partie ft de g, on note O^ le sous-espace vectoriel de g* défini par 

n^ = {Y eg* : {X, Y) = 0, VX G Çl}. 



Pour 7 G g'', on pose 



On a donc 



g^ = ker(idg - Ad^h (7)) C g, 

g(l - 7) = Im(idg - Adct (7)) C g, 

g; = ker(idg. - Ad^^ (7)-!) C g*. 

0:-0(l-7)^ (7eG^)- 



(3.3.1) Définition [BHl, appendix, prop. A. 2]. — Un élément 7 G G^ est dit quasi-régulier si pour 
tout sous-groupe parabolique P de G, on a g(l — 7) + p = g ; i.e. si l'on a g* n p-'- = {0}. 

Rappelons que l'on a posé Gj^g = {7 G G^ : DQt{j) ^ 0}. On note G^^ le sous-ensemble 
de G' formé des éléments quasi-réguliers. Puisque l'ensemble Gjg„ est ouvert dense dans G^ pour 
la topologie de Zariski, il l'est à fortiori pour la topologie tu-adique. Quant à l'ensemble G^^, il 
n'est pas défini géométriquement, mais on verra plus loin (3.3.3) qu'il possède lui aussi ces deux 
propriétés. 

(3.3.2) Proposition. — On a l'inclusion G^^^ c G^^. 

Démonstration : Soit 7 G G^^^. D'après (2.18.3), le tore T = Zg(H°) est défini sur F. Posons 
t = Lie(T) et l* = Homp(t, F). Comme en 2.9, notons g}^ le sous-espace caractéristique de Ad^^ (7) 
associé à la valeur propre 1. L'application idg — Ad(3ii(7) induit, par passage au quotient, un 
automorphisme du F-espace vectoriel g/gi,. Puisque gi C t (2.10.2), on a l'égalité g = l-l-g(l — 7). 
Pour t G T, puisque t H AdG(i)(fl(l - 7)) = t n g(l - 7), on a AdG(t)(g(l - 7)) = 0(1 - 7)- 
L'inclusion t C g induit donc, par passage aux quotients, une identification T-équivariante (pour 
l'action adjointe de T sur t et g) : 

t/(ing(i-7))-g/g(i-7)- 

D'où une identification T-equivariante (pour l'action coadjointe de T sur g* et i*) : 
g; (= Homp(g/g(l - 7), F)) = Homp(t/(t n g(l - 7)), F) C i* . 
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On en déduit que pour y G g*, le stabilisateur de Y dans G pour l'action coadjointe de G sur g*, 
contient T. Puisque T est dense dans T pour la topologie de Zariski, pour F G g*, le stabilisateur 
de Y dans G pour l'action coadjointe de G sur g* (g)p F, contient T. Soit B un sous-groupe de 
Borel de G contenant T, et soit U = iîu(B). Pour F G g!^, la B-orbite de Y coïncide avec sa 
U-orbite, laquelle est fermée dans g* (E)f F (pour la topologie de Zariski) [Bor, cli. I, 4.10]. Comme 
la variété quotient G/B est complète, on en déduit que la G-orbite de Y est fermée dans g* (S>f F. 
Par conséquent la G-orbite de Y est fermée dans g* pour la topologie de Zariski. 

Soit maintenant P un sous-groupe parabolique de G. Choisissons une composante de Levi L de 
P, et notons P' le sous-groupe parabolique de G opposé à P par rapport à L. On a la décomposition 
g ~ up' ®p. Posons u*p, ~ Homi? (up' , F) . Alors on a l'identification P'-cqui variante (pour l'action 
coadjointe de P' sur g* et Up,) : 

p^=u*p,. 

Or pour tout F G p^ = Up, , la fermeture de la P'-orbitc de Y dans g* pour la topologie de Zariski, 
contient 0. D'où l'égalité g* np^ = {0}. □ 

(3.3.3) Corollaire. — L'ensemble GJ^^ est ouvert dense dans G^ pour la topologie w-adique. 

Démonstration : Puisque Gj^g est dense dans G\ G^j. l'est aussi. 

On procède ensuite comme dans [BHl, appendix, prop. A. 3]. Posons 9T = UpP^ C g* oià P 
parcourt l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G. Pour P G Po, on a p-'- C p^. Pour tout 
sous-groupe parbolique P de G, il existe un g G G tel que g~^Pg G Vo, et puisque G = KoPo, on 
peut choisir g dans Ko- Or pour P = kP'k~^ avec k G Ko et P' G Vo, on a p = AdG(fc)(p') et 
p^ = Ada{k){p'-^) C Ad*G{k){p^). Par conséquent 91 = IJ^. Adc(fc)(p^) oii k parcourt les éléments 
de Ko- Montrons que 91 est fermé dans g*. Soit une suite {X„ : n G Z>i} dans 91 qui converge 
vers un élément X G g*. Pour chaque entier n > 1, on écrit A„ — Adg (&„)(!"„) avec fc„ G Kq et 
Yn G P^- Puisque Ko est compact, quitte à remplacer {Xn} par une sous-suite, on peut supposer 
que la suite {A;„ : n G Z>i} converge vers un élément k G Ko- Alors Yn — AdQ(fc~^)(X„) tend vers 
Adg(fc~^)(A') quand n tend vers -l-oo. Mais puisque p^ est fermé dans g*, on a AdQ{k~^){X) G p;^ 
et X G 91. Donc 91 est fermé dans g*. 

Choisissons une base {ei, . . . ,ed} de g* sur F. Notons gg le sous-ensemble de g* formé des 
X = X]i=i ^i^i ^^^'^ ^i S F, tels que max{|xi| : i = 1, . . . , d} = 1 ; où | • | désigne une valeur absolue 
sur F. Alors g^ est compact dans g*. Posons 91o = 91 n gg. Alors 91 \ {0} = P^91o, et 91o est 
compact dans g*. 

Montrons que G^ \ G^^ est fermé dans GK Soit {jn ■ n G Z>i} une suite dans G^ \ G^^ 
qui converge vers un élément 7 G G'. Pour chaque entier n > 1, puisque g* n 91 ^ {0} et 
91 \ {0} — P^91o, il existe un élément Xn G 91o tel que Ad(3ii(7„)(X„) — X„. Puisque 91o 
est compact, quitte à remplacer la suite {jn} par une sous-suite, on peut supposer que la suite 
{Xn} converge vers un élément X G 91o, et que la suite {fc„} converge vers un élément k G Ko- 
Alors Adgi, (7„)(X„) tend vers Ad^i, {j){X) = X quand n tend vers +00, et 7 ^ G^ . Donc G'^ est 
ouvert dans GK [] 

(3.3.4) Remarque. — Pour G''^ = G = GL„(P), d'après [BHl, appendix, A2], un élément g G G 
est dans Gqr si et seulement si son polynôme caractéristique Pca,v{g) est produit de polynômes 
irréductibes sur F deux-à-deux distincts, et il est dans Grcg si et seulement s'il est dans Gqr et si 
chaque facteur irréductible de Pcarig) est séparable. De manière équivalente. Grog est l'ensemble 
des g € G tels que Pcar(5) est séparable, c'est-à-dire a n-racines distinctes dans F. -k 
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3.4. L'application Ne.ga : G ^ G pour 9 localement fini. Dans ce n°, on suppose de plus 
que le G-espace tordu G^ est localement fini (cf. 2.11) ; i.e. que 9 £ Aut^(G). 

Puisque le morphisme quotient Gdcr -^ Gad = Gder/-^(Gder) est une i^-isogénie centrale, 
tout élément g € Gad(^) définit un i^-automorphisme Intcig) de G : on choisit un g € Gdcr 
qui relève g, et l'on pose IntG(ff)(a;) = IntG,{g){x) (x G G) ; l'élément IntG(3)(a;) ne dépend pas 
du choix de g, et l'application IntG(5) : G — > G ainsi définie est un i^-automorphisme. Soit Iq le 
plus petit entier fc > 1 tel que 9^^ = lnta{g) pour un 5 € Gad (-F), et soit go £ Gad(^) tel que 
O'-o = IntcCffo)- Il existe un élément go G Gdcr(-F) tel que gj^ soit l'image de go par l'application 
canonique G(\ci{F) — !> GadC-f) pour un entier r > 1. Puisque 

9{go)9{x)9{g-') = 0'-'»+i(x) = go9{x)g-' {x e G), 

l'élément ^q" ^(ffo) appartient au centre de GdarC-f)- Par suite, quitte à remplacer go par g^ (et r 
par fer) pour un entier fe > 1, on peut supposer que 9{go) = go- Fixons un tel go minimisant r, et 
posons l ^ rlo- Notons que ^0 et l sont déterminés de manière unique par 9, et que go est déterminé 
de manière unique modulo Z{G'^) fl Gdc-c{F). Soit TV — N'e,go : G ^ G l'application définie par 

m9) = 9&{9)---0'-\g)go- 

Elle dépend du choix de go ; mais l'application TV' — M'g : G — > G/Z{G'^) obtenue en composant TV 
avec la projection canonique G -^ G/Z{G^), n'en dépend pas. Pour g, a; G G, on a 

(3.4.1) N{x''^g9{x)) ^ x^^N{g)x. 

Soit G X {9) le produit semidirect (dans la catégorie des groupes) de G par le groupe abstrait 
engendré par 0, et soit C le sous-groupe cyclique de G x {9) engendré par g^ 'A 9^ . On peut définir 
le groupe quotient 

G+ = G X {9)/C. 

Notons 9 l'image de 1 ><i dans G+, et identifions G à l'image de G x 1 dans G+. Posons Go = G 
et Gi = G0* (i = l,...,l — 1). Alors on a la décomposition en union union disjointe : 

G+ = []G,. 

La multiplication et le passage à l'inverse dans G+ sont donnés par les relations suivantes : pour 
X, y G G et î, j G {0, ...,/ — 1}, on a 

~0' = 50, 

{x¥){y9^) ^ x9\y)9'+^ , 

{x¥)-^ ^ 9-'x-^ = 9-'{x-^)9~\ 

Cela munit G"*" d'une structure de groupe algébrique affine défini sur F, de composante neutre 
G, tel que 9 appartienne au groupe G+ = G(F) des points i^-rationnels de G+. Les G^ pour 
i = 0,...,Z — 1, sont les composantes connexes de G+. Elles sont toutes définies sur F, et pour 
i = 0, . . . , Z — 1, l'ensemble Gi{F) = G9'^ des points F-rationnels de G^ muni de la topologie vj- 
adique, est un G-espace tordu. Identifions G^ à Gi(F) via l'application g ■ Ôq >~^ g9 {g Çi G) . Alors 
pour j — g ■ Ôq g G% l'inverse de 7 dans G+ est donné par 

7 = ^ 3 = 5o ^ 9 ^ 9o ^ (.9 W ; 
et l'on a 

y-AA(5), 
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(3.4.2) Remarque. — Supposons que la paire {Po,Ao) soit 6'-stable. Alors puisque 9^ = IntG(.go), 
on a goPogô = Po et gçiAogQ = Aq. En particulier, on a 

go e Ng{Ao) r\ Po = Mo. -k 

3.5. La paire parabolique (P[-y],^[-^]) de G associée à 7 G G^. Pour t g Aut(G), on 
note P[t-] l'ensemble des g € G tels que {t"((/) : n E Z>i} soit une partie bornée de G, et U[r]) le 
sous-ensemble de P[,-] formé des g € G tels que lim„_i.+oo T'^{g) = 1- On note aussi M^i l'ensemble 
des g G G tels que {t^"((7) : n E Z>i} soit une partie bornée de G, et f/r^i le sous-ensemble de 
P[~] formé des g & G tels que lim„_^+oo T^"(.g) = 1. Enfin on pose M[r] — P[t] H P^y Tous ces 
ensembles — P[,-], U[r], Pmi etc. — sont par définition des sous-groupes de G. 

Pour 7 e g'' et T = Inteh(7), on remplace r par 7 dans les notations ci-dessus; i.e. on pose 
P[^] = P[r], U[y] — U[t], etc.. Pour j ~ g ■ Ôq e G\ on a 

lnta,{l)-'^lntG{9-\g-^))oe-\ 

Par suite, posant 7 — 6^^{g^^)9^^ G G9^^ , on a P;:^] = P[^] et UfZ-i — U^^y 

(3.5. f) Remarque. — Supposons que le G-espace tordu G'' soit localement fini, et identifions G'' à 
la composante connexe Gi = G9 de G+ = JJjZq G9^ comme en 3.4. Pour 7 G G+, l'automorphisme 
g ^^ igi^^ de G+ induit par restriction un automorphisme de G, que l'on note Int(3+(7). Si 
1 — g ' ^0 ^ G^^ cet automorphisme coïncide avec IntQh(7) = Int(3(g) o 0. Pour 7 G G+, on peut 
donc définir comme ci-dessus les sous-groupes Pui, ^^[7], ^Mj f^kl' -^[7] de G. Pour n G Z, on a 
Int(3+(7)" = Int(3+(7"). On en déduit que pour n G Z>i, les groupes P[^] et P[-y"] (rcsp. C/[^] et 
[/[^n]) coïncident; on a aussi P^i = P[^-»i], f7r~i = ^[7-"] et A'/[^] — M[^n] = Mj^-nj. En particulier, 
pour g G G, on a P[g.5„] = P[A^(g)], [/[g.^o] == C^[A/-(3)], etc.. * 

Soit $0 l'ensemble des racines de Ao dans G, et soit Ao C $0 l'ensemble des racines simples 
associées à Po. Soit vp la valuation sur F normalisée par vf(F^) = Z. Notons : 

- A~ l'ensemble des t G Ao tels que VF{oi{t)) > pour toute racine a G Ao ; 

- Ao ' l'ensemble des t G Ao tels que vp(a{t)) > pour toute racine a G Ao. 

Pour tout a G Ao, il existe un g G Ng{Ao) tel que gag^^ G A'^ , et si a G Ao'', alors pour tout 
sous-groupe ouvert compact J de [/p^, on a p|^g^a*Ja^* = {f} et {J-^j^a^Ja^"^ — Up^. 

(3.5.2) Proposition. — Soit r G AutF(G). Alors : 

- P[t-] est un sous-groupe parabolique de G, et U^r-^ = Up,, ; 

- M[^] est une composante de Levi de P[t-] ; 

- Pr~i est le sous-groupe parabolique de G opposé à P[^] par rapport à Mj^j, et f/r^i = Up- . 

Démonstration : Supposons tout d'abord que G soit un tore, disons T, et posons T — G. 
Pour r G R>o, notons T{r) l'ensemble des t E T tels que pour tout x ^ X*(T), on ait 
— r < VF{x{t)) < r. C'est une partie bornée non vide r-stable de G, et l'on a T = Ur>o-^(^)- 
On a donc : P[r] = P[r] = ^[r] = P et U[r] = U^] = {!}■ 

Passons au cas général. Quitte à remplacer G par Gder et r par Tdor G Auti?(Gdcr), on peut 
supposer que r est localement fini. En effet, notons P[rder]' ^[rdcr]' ^^c., les sous-groupes de Gder 
définis comme plus haut par Tdor- Supposons que la proposition soit démontrée pour Tdor, i-e. 
supposons que : 

- P[Td, ] = P'iP) pour un sous-groupe parabolique P' de Gdor défini sur P, et f/[Td,] = 
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- Af[T-j^^] = M' (F) pour une composante de Levi M' de P' définie sur F; 

- Pi~ 1 = P'^{F) oii P'^ est le sous-groupe parabolique de Gdor opposé à P' par rapport à 
M'Tet C/[-^^^] = Ru{P'~){F). 

Notons P, p-, M les sous-groupes R{G)F' , R{G)T"- , R{G)M' de G. Ils sont définis sur F, P est 
un sous-groupe parabolique de G, M est une composante de Levi de P, et P^ est le sous-groupe 
parabolique de G opposé à P par rapport à M. Les groupes RuÇP) = Ru(P') et Ru{P~) — iîu(P' ) 
sont eux aussi définis sur F ; on les note respectivement U et U~ . Choisissons un tore maximal T 
de M défini sur F, et une sous-extension finie E/F de F^/F déployant T. Notons Pe.[t]j Ue.[t], 
etc., les objets définis comme ci-dessus en remplaçant F par E. D'après (2.5.1), le morphisme 
produit T x Gder — ^ G est séparable (2.5.1), et comme T' = T n Gder est un tore défini sur F et 
déployé sur E, d'après (2.14.2), on a G{E) = T{E)Gdcr{E). Grâce au premier paragraphe de la 
démonstration, on en déduit que 

PE^[r] = T{E)PE,[r,^^^ = T{E)P'{E) - P{E) 

et 

De la même manière, on obtient que Pe m ^ P (-Ë-) et ^^ [ri = U^(i?), d'où Me.It] = M(i?). 
Puisque par définition on a P[r] = Pe,[t] H G, [/[^j = Ue,[t] H G, etc., cela implique la proposition 
pour T : on a P[r] = P{F), U[r] — U(F), etc.. 

Supposons maintenant t localement fini, et montrons la proposition. Quitte à remplacer G^ 
par Gt, on peut supposer que r = IntQh(7) pour un 7 G G^. Le G-espace tordu G' est alors 
localement fini. Identifions G^ à la composante connexe Gi = G9 de G+ — UjZq GO^, comme en 
3.3. Soit X = 7' G G, et soit x — XgX^ la décomposition de Jordan de x (dans G). Si cai{F) = 0, 
alors Xg et Xu appartiennent à G. Si car(F) = p > 0, alors il existe un entier m > 1 tel que 
(xuY = 1. Puisque x" = (xs)"(xu)" (n S Z), quitte à remplacer x par x" pour un entier n > 1, 
on peut supposer que Xs et Xu appartiennent à G. D'après (2.8.1) et (2.6.3), le groupe H = G°^ 
est réductif, et d'après [Bor, ch. III, 9.1] il est défini sur F. Le radical S = -R(H) est un tore défini 
F. Soit A le tore F-déployé maximal de S, et soit S' le tore F-anisotrope maximal de S. Notons 
H, S, A, S' les groupes des points F-rationnels de H, S, A, S'. Rappelons que Xs, Xu G H (cf. 
2.1) ; en particulier Xs G Z(H.). Puisque Z(H)° = -R(H) et que le morphisme produit A x S' — > S 
est une F-isogénie [Bor, ch. III, 8.15], quitte à remplacer une nouvelle fois x par x" pour un entier 
n G Z>i, on peut supposer que Xg G 5* et s = as' pour des éléments a € A et s' € S' . On a donc 
X = as'xu avec axu — x^a et s'x^ — x^s' . Puisque S' est compact et que le sous-groupe de H 
engendré par Xu est borné, le sous-groupe de H engendré par s'xu est lui aussi borné. On en déduit 
que les groupes F[^] = P^^] et P^a] coïncident. De même, on a U^^-^ = C/[j.] = U^a], etc.. 

On procède ensuite comme dans [Cas, §2]. Soit y G G tel que yay^^ G A^ , et soit / l'ensemble 
des racines a G Ao tels que VF{a{yay~^)) = 0. Soit P G 'Po le sous-groupe paraboHque de G 
engendré par Fo et les sous-groupes radiciels de G associés aux racines —a pour a G /. Posons 
M ^ Mp. Alors on a : 

- P[a] = y~^Py et U[a] =■ y^^Upy; 

- P[â] = y~'P~y et [/[^j = y-'Up-y; 

- M[a] = y-^My. 

D'oii la proposition. [] 

Pour 7 G G% on note A^^-^ le tore déployé maximal du centre de A^[-y]. La paire {P[^], A\^^]) est 
appelée la paire parabolique de G associée à 7. Un élément 7 G G^ tel que F[^] G Vo et j4[^] — Ap. , , 



65 



est dit en position standard. Tout clément de G^ est G-conjugué à un élément en position standard. 
En effet, pour 7 £ G'' et x G G, on a 



(P[x-^-^-x]7^[x-^-'yx]) — (^ P[-y]X,X A[^] 



X 



De plus, fixé 7 G G% on peut choisir x G G tel que -P[x-i-7a;] 3 Po et Au-i.^^^-i C Ao, autrement dit 
tel que P = Pi^-i.^^] G Po et Ap = A[^-i.^.^]. 

Pour 7 G g'', les sous-groupes paraboliques P[^] et Pr-, de G sont Int^^ (7)-stables (par 
définition). Les sous-groupes M[^] et A[^] de G sont donc eux aussi Intgn (7)-stables. En particulier. 

Pi' -, = P[^] • 7 et Pr~i''' = Pr~i • 7 sont deux sous-espaces paraboliques de G\ et ML = M[^] • 7 est 

une composante de Levi de P[ , (resp. de P\Zi^), qui coïncide avec P,^ , fl Pûf''- Notons que 7 est en 

position standard si et seulement si P[^] G Po et M[^] — Mp^_^^ . 

(3.5.3) Remarque. — Soit 7 == 5 • (5o G G''. Si P[^] est ^-stable, alors on a g G Na{P[y]) = P[-y]- Si 
P[^] et Pr~i sont ^-stables, alors on a g G P[^] Cl PiZi ~ -^^[7]- Réciproquement, si g G P[^] (resp. si 
g G Af[^]), alors P[^] est f?-stable (resp. P[^] et Pr7;i sont 6'-stables). 

Supposons de plus que la paire (Po,j4o) soit 0-stable. Si 7 est en position standard, alors on 
a g € M[^Y En effet, supposons que P = P[^] G Po et que yl[^] == Ap. Puisque ïntQt,{'-f){P) = P, 
on a 0{P) = g-'^Pg G Po d'où g G A^g(^) = P-, et puisque IntGi.(7)(M[^]) = M[^] = Mp, on 
a 6'(Mp) = g-^Mpg. Or d'après (3.2.2) et (3.1.1), on a ôi^^p) = ^p) d'où e{Mp) = Mp. Par 
conséquent g G Ng{Mp) n P = Mp. * 

(3.5.4) Remarque. -^ Soit P G P,5, et soit 7 G Af), tel que P[^] = P et A[^] = Ap. Posons 
M — Mp, U — Up, U^ = Up, et T = Int(3ii(7). D'après [D], il existe une base {Ki : i G Z>o} 
de voisinages de 1 dans G formée de sous-groupes ouverts compacts Ki de G tels que, posant 
K- = K,n U-, Kf ^ K,r\M et K+ = K,nU, on ait K, = K-KfK+, t-^{K-) C K' , 
t{K^) — Ki et t{K^) c K^). Rappelons la construction. Fixons un système de coordonnées 
locales a au voisinage de 1 dans G, i.e. un Op-réseau A dans q et une application a : A ^ G qui 
soit un isomorphisme de variétés tn-adiques sur un voisinage de 1 dans G. On peut clioisir a tel 
que, posant A^ = A n Up- , A" = A n mp et A+ = A n up, on ait : 

(i) «(0) = 1 et dao — idg ; 
(ii) A ~ A^ © A° © A+ • 

(iii) AdG.(7)~HA-) C À-, AdG.(7)(A0) - AO et AdGt(7)(A+) C A+. 
Alors il existe un entier io > tel que, posant Ki — a{Tu'^^'^° K) pour i G Z>o, l'ensemble 
{Ki : i G Z>o} vérifie les conditions demandées. • 

3.6. Le principe de submersion d'Harish-Chandra. Soit P G Po- Pour 7 G G^, 
considérons l'application 

V'P,^ : G X p ^ G\ (g,p) K-> g-1 . 7 . gp (g G G, p G P). 

Pour G^ = G et 7 régulier, le résultat suivant est dû à Harish-Chandra [HC3, theo. 1]. 
(3.6.1) Proposition. — Pour 7 G G^j., l'application ipp,^ est partout suhmersive. 

Démonstration : Pour x G G et y G P, on a 

'ippni^gipy) = ■4^p,x-^-y-x{9,p) ■ y 
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Il suffit donc de montrer que V'p.t 6st submersive en {g,p) — (1,1)- En calculant d('0p,-y)i,i, on 
obtient que '^p^-y est submersive en (1, 1) si et seulement si on a l'égalité 

0(i-7) + p' = s; 

où l'on a posé p' = Adgh(7)(p). D'oii la proposition. [] 

On peut donc appliquer le principe de submersion d'Harish-Chandra : d'après [HCl, theo. 11, 
p. 49], existe une unique application linéaire 

telle que pour toute fonction $ G C^{G^)^ on ait l'égalité 

a((?,p)$(g-^ • 7 • gp)dgdip = / fa,^{-f')<è{j')dj'. 

GxP JG'i 

D'ailleurs, l'égalité ci-dessus reste vraie pour toute fonction $ localement intégrable sur G'' (par 
rapport à une mesure de Haar sur G^). 

(3.6.2) Lemme [HC3, lemma 1]. — Soit une fonction a £ C^{G x P). L'application 

G^,^Gr(G^),7^/a,7 
est localement constante. 

Démonstration : L'application 

GlxGxP^Gl^x G\ ij,g,p) ^ (7, V'P.^Cff^P)) 
est partout submersive. Par suite il existe une unique application linéaire 

G^{Gl xGxP)^ C^{Gl X G^), /3 ^ fp 
telle que pour toute fonction ^I* G Gj?°(G^j. x G^), on ait l'égalité 

/// P{n,g,p)'^{i,g^^ -1 ■ gp)didgdip^ Il f(3{-i,i)'i!{-i,i)d-id-^'. 

JJJgI^xGxp JJg\,xG^ 

Soit * = A «) $ G C^{G\, X G^) pour des fonctions A G C^{G\,) et $ G G^{G^). Alors on a 

•^(7)| // (3{j,g,p)^{g~^--fgp)dgdip\dj= I X{-f) l fp{j,Y}^h')dj' > dj 

Puisque l'égalité ci-dessus est vraie pour toute fonction A G G^(G^j.), on en déduit que pour tout 
7 G G\^ et toute fonction $ G G^{G^), on a l'égalité 

(3{j,g,p)^{g-^--fgp)dgdp= / /^(7,7')$(7')c^7'- 

GxP JG^ 
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Fixons un élément 70 G G^^ et une fonction /i G C^(G^j.) telle que ^(70) — 1- Soit aussi une 
fonction a G G^ (G x P) . Posons (3 = ^® a & C^ {G^^ x G x P). Soit 17 un voisinage de 70 dans 
G^j. tel que ij,\q = 1. Alors pour (7,g,_p) eOxGxPct$e G;?°(G''), on a l3{^,g,p) = a{g,p); 
par conséquent 

P{l,g,p)^{g^^ -1 ■ 9P)dgdp^ Il a{g,p)<^{g^^ -j- gp)dgdip 
GxP JJgxp 

Un{i'mi)di. 

G" 

et 

/ Ur,{imi)di=l ff3hrnHi')di'. 

Cette égalité étant vraie pour tout 7 e il et toute fonction $ G Gj?°(G''), on en déduit que 

UM)^ffÀl,l') (7 e fl, 7' e G^)- 

D'oii le lemme, puisque fp G G^{G\^ x G^). [] 

3.7. Les opérateurs Ty pour 7 G G^ quasi-régulier. Soit (H, V) une «-représentation 
admissible de GK Posons tt = 11°. Notons Endo(T^) l'image canonique de V (Sic V dans Endc(V'), 
où V désigne l'espace de la contragrédiente tt de tt. De manière équivalente, Endo(V') est l'espace 
des applications linéaires u -.V ^^ V telles que les deux applications G — > Endc(T^), g 1-^ 7r(g) o u 
et G — )■ Endc(V^), g M- m o ■n{g), soient localement constantes. 

Soit M+ l'ensemble des m G Mo tels que pour toute racine a de Ao dans Uo, on ait 
{Hmo{^),c() < 0. Ici, Hmo ■ Mo — > X*(Ao) ®z R est l'application d'Harish-Chandra, définie 
comme suit : pour tti G M et A G X*{Ao), il existe un entier d > 1 tel que A'' = ii\ao pour un 
(unique) caractère rationnel /it G X*p{Mo), et l'on pose {HM{m),X) = —^vpilJ'iiTi)). Alors on a la 
décomposition de Cartan : 

(3.7.1) G = KoM+Ko. 

(3.7.2) Remarque. — Posons A+ = {t^^ : t G A^] (cf. 3.5). L'ensemble Ao n M+ est contenu 
dans A+, et si G est semisimple, alors on a Ao n M+ = A+. * 

Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G. Pour 7 G G^, notons T^ = T^ G Endc(y) 
l'opérateur défini par 



T^=^o\{K,dk)-^ I K{k-^)U{k-^ ■ j ■ k)dk 
Jk 

^VO\{K,dk)-^ 1 TT{k-^)on{j)oTT{k)dk. 

Jk 



Pour g'' = G, K = 1, 7 régulier et K = Ko, le théorème suivant est dû à Harish-Chandra 
[HC3, theo. 2]. L'hypothèse K = Ko a ensuite été supprimée par Rader et Silberger [RS]. 

(3.7.3) Théorème. — Supposons que vr soit de type fini. Pour 7 G G^j., l'opérateur T-y appartient 
à l'espace Endo(T^); et l'application GJ^j. — > Endo(y), 7 ^-> T^ est localement constante. 
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Démonstration : Notons que si le théorème est vrai, alors pour tout sous-groupe compact K' 
de G contenant K, le théorème reste vrai si l'on remplace T~^ par T^ . Quitte à remplacer K par 
un groupe plus petit, on peut donc supposer que K est un sous-groupe distingué de Ko tel que 
k\k = 1- 

Notons Kl — K, K2, ■ ■ ■ , Kn les classes de Ko/K, et pour 7 £ G^^, posons c — vo\{K, dg) et 

T^,i = c~^ K{g^^)U{g^^ ■-/■g)dg. (i = l,...,n). 

Pour i = 1, ... ,n et X ^ Ki, on a donc 

Tj,i = k{x^ )Tx-i--y.x = 7r(x~ ) o T^ o 7r(a:;). 

Puisque tt est de type fini, il existe un sous-groupe ouvert distingué K' de Ko tel que V soit 
engendré sur G par le sous-espace V^ = {v GV : 7r(fc')(w) = v, \/k' £ K'}. 

Puisque le groupe Mo/Aq est compact, il existe une partie compacte il de Mo telle que 
M+ C ri(j4o n Af +). On en déduit qu'il existe un sous-groupe ouvert compact Jp^ de Po tel que 
pour tout m e M+, on ait l'inclusion m~^Jp^m C K' . Pour i = 1, . . . , n, notons «i S G^{G x Po) 
la fonction définie par 

îvy^-p; [0 smon 

D'après 2.5, pour i ~ 1, . . . , n et 7 e G^j., il existe une unique fonction /q;,^ G G^(G'') telle que 
pour toute fonction $ localement intégrable sur G\ on ait l'égalité 



//. 



*(5 ^ ■ 1 ■ gp)dgdip :^ / /a,.7(7')*(7')c^7'- 

Puisque pour («,"5) eV xV, l'application 

G^ ^C, 7'^^ (n(7')(w),w) 
est localement constante (donc localement intégrable), pour î = l,...,net7G G^j., on a 

T^.ï o Tr{p)dip = c"^ // K(g"^)n(g"^ • 7 • gp)dgdip 

Jp„ JJk.xJp^ 

-n(/„^,^). 

Fixons un élément 70 G G^j.- Pour chaque i, la fonction G^j. — > G^(G''), 7 i-> /Qi,7 est localement 
constante (3.6.2). Par suite il existe un voisinage V de 70 dans G^jj. et un sous-groupe ouvert K" 
de K distingué dans Ko, tels que pour i = 1, . . . , n et 7 G V, la fonction fa. ^ soit biinvariante par 
K". 

Puisque K' est distingué dans Ko, d'après (3.7.1), V est engendré (sur C) par les vecteurs 
Tï{km){v) pour k G Ko, m G M+ et w G V^ . Fixons de tels k, m, v, et notons i G {1, . . .,n} 
l'indice tel que k G Ki. Soit 7 G V. On a 

T^ o Tr{km){v) — ■n{k) o T^^i o 7r(?Ti)(w), 



69 
et l'on a aussi 



n(/a,,7) o n{m){v) = I Ty^^ o tt{p) o ■n{m){v)dip 

T^.i o 7r(?Ti) o n[ra~ pm){v)dip 



■Jp. 



= T-y i o 7r(?Ti) o < / 7r(TO p?Ti)(w)(i(p > 

U^Po J 

= vol(Jp„,d(p)T^,i o7r(TO)(u). 

Soit maintenant e/f" G C'j?°(G) la fonction caractéristique de -fC" divisée par vol(ii'", dg). D'après 
les calculs ci-dessus, on a 

T:{eK") o T^ o 7r(fcr7i)(w) = vol( Jp„ , (iip)^"'"7r(ejf//) o 7r(fc) o n(/Q,;,^) o 7r(m)(w). 

Or i^o normalise K" , par conséquent les opérateurs T:{eK") et 7r(fc) commutent. Comme la fonction 
fai.-y est ii'"-invariante à gauche, on a 7r(ex") o ^{fai,'y) — ^{.fai.-y)- On en déduit que 

-ïïieK") oT-y o7r{km){v) = vol(Jp„,dip)"V(fc) on(/Q^^^) o7r(m)(w) 
= 7r(fc) o T^ j o Tr{m){v) 
= Ty o Tr{km){v). 

Cela étant vrai pour tous k, m, v et tout 7, on a montré que 

7r(ex")°T^=T^ (7 £ V). 

Pour y E G\ d'après la définition de Ty, on a TT{eK") oTy ~ Ty o 7r(ex")- Pour 7 G V, on a 
donc 7r(ei<-")oT^ = T^o7r(eif//) = T^, d'oii T^ G Endo(T^). D'autre part, puisque K" est distingué 
dans iiT, on a aussi 

T^.^.y = T^ (x, y G K", 7 G V). 

L'application G^j. — > Endo(l^), 7 i-> T^ est donc bien localement constante. [] 

Puisque tt est admissible, les éléments de Endo(l^) sont des opérateurs de rang fini sur V. 
Pour g G G^j., on peut donc définir la trace de T-^, que l'on note tr(T^). 

(3.7.4) Corollaire. — (On suppose toujours tt admissible de type fini, i.e. de longueur finie.) Le 
caractère On est représenté sur G^^ par la fonction localement constante 7 h- > On(7) = tr(T-y). En 
d'autres termes, pour toute fonction (f) G Gj?°(G^j), on a l'égalité 

enW = / (/)(7)0n(7)rf7- 
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Démonstration : Pour (j) G C^{G'^), notons (po G C^{G^) la fonction définie par 

(j)o{-f)^vo\{K,dk)-^ f K{k-^)(t){k ■ -1 ■ k-^)dk. 



J K 

Pour X G G, on a (f.6.2) Qni^if) = K(x^^)9n('/>)- Par conséquent Qn{4>) — 0n(0o)- 
Soit une fonction </> G C^{G\,). Alors <I)q G C~(G'^,), et d'après (3.7.3), on a 



0(7)tr(T^)d7 = tr / .^(7)T^rf7 



On en déduit que 



(/)(7)tr(T^)d7 = tr ( / Il (f){-f)K{k-^)n{k-^ ■ -/ ■ k)dk} d-f 



= tr(y </)o(7)n(7)d7 

= en(<^o). 

D'oii le corollaire. [] 

Puisque pour </) G Ce°°(G'^) et x G G, on a (f.6.2) OnC^f/') = K(x-i)en('?i), on a l'égalité 

(3.7.5) en(x-i-7-x)=K(x)en(7) (7 £ G^„ x G G). 

3.8. Induction parabolique et caractères. Pour P <E Vo, on note 

L$ : Ui{Mp) -^ $R(G) 

le foncteur induction parabolique normalisée. On rappelle la définition : pour toute représentation 
lisse {<T, W) de Mp, on note encore a la représentation lisse ct (g) 1 : Mp k Up — > Autc(VK) de P, 
et l'on pose ip{<T) = indp((5p' a) 011 (rappel) ôp est le caractère Ap de P. 

(3.8. f) Lemme. — Pour tout sous-groupe parabolique P de G, on a K.\up ~ f • 

Démonstration : Soit P un sous-groupe parabolique de G. Soit x G G tel que x^^Px D Po- 
Alors Uj.-ipx — x^^Upx C t/po, et comme k(x~^ux) = k{u) (u G Up), il suffit de montrer que 
k\up^ — f- Soit J un sous-groupe ouvert compact de G tel que k[j, et soit a G Ao'*. Puisque 
Uîez«*('^^f^^o)a"* = t^Po> on a k|p„ = «;|jn[/p„ = f. D 

Pour P G 7^0, on définit comme suit un foncteur 

""l^I ■.^''{mI)^^\^{G^). 

Soit (S, W) une «-représentation lisse de Mp. Posons a ~ S°. Pour 7 G P^, on écrit 7 = 5 • w avec 
ô G Mp et M G C/p (rappelons que l'écriture est unique), et l'on pose £(7) = S((5). Pour 7 G P'' et 
p, p' G P, en écrivant p = mu et p' = m'u' avec m, m' G Mp et u, u' £ Up, on a. 

p ■ J ■ p' — {m ■ 7 • m') ■ Intph (7 • m')^ {u)u 
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avec Intpii (7 • in')^^{u)u' e Up, d'où (en utilisant (3.8.1)) 

S(p • "/ ■ p') — K{m')ij{m) o 2(7) o a{m') = K{p')ij{p) o 2(7) o cr(p'). 

En d'autres termes, l'application 7 i-> S(7) est une ^-représentation lisse de P^. D'après (3.2.3) 
et (1.1.1), Jpi, S est encore une ^-représentation de P^, telle que {5p^ E)° = 5p a. On peut donc 



poser 



«t^;(E) = ^ind^t(<5y,'S). 



Par construction, les foncteurs '"tpj : 9î'*(m),) -^ 9i«(G'i) et t^ : m{Mp) -^ m{G) commutent 
aux foncteurs d'oubli : pour toute k- représentation lisse E de Mp, on a 

«.?;(s)°-i?(E°). 

Pour P <ePo, on note 

Cr(G^) ^ Gr(M),), ^ ^ ^p,K„ = 0?.,K„ 
l'application linéaire définie par 

<pp.KA'>) = S%^iS) [[ K{k)(t>{k-^ ■ 6 ■ uk)dudk (SeMl). 

Le théorème suivant est une simple rcformulation de la proposition (1.8.1). Il généralise la formule 
bien connue de Van Dijk [VD, CU]. 

(3.8.2) Théorème. — Soient P e Po, S une n-représentation admissible de Mp, etTl — '*tpj(E). 
Alors pour toute fonction (p G C^{G^), on a la formule de descente 

en(0)-es(0P,Kj. 

Démonstration : Soit une fonction e C^{G). Notons S' la K-représentation Sjt, S de P'', 
et Q^i le caractère de S' défini grâce à la mesure de Haar à gauche di'jp sur P'' comme en 1.6. 
Puisque G = PKo = KoP et vol(P n Ko,Ap^{p)dip) = vol(P n Ko, dip) = 1, d'après (1.8.1), on a 

en(<^) = eE.(0KjpO, 

où 

^K,{l)^ I ^{k)4>{k-^-i-k)dk (7eG^). 

Or posant d5 — d'^Mp, on a 

S'(<^A:„|phrfi7p) = // (t>KA^ ■ u)!:.' {5 ■ u)dôdu 

Jjm\,xUp 

Sp,\s){ [ (f>KAs-u)du\j:{ô)dô 

MJ, UUp ) 

cj,p^KMnS)d5. 
D'où le théorème. fl 
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(3.8.3) Remarque. — Si de plus la représentation E° est de type fini (i.e. de longueur finie, 
puisqu'elle est admissible), alors 11° l'est aussi, et grâce à la formule d'intégration de H. Weyl 
établie au eh. 5, on peut écrire la formule de descente (3.8.2) en termes de fonctions caractères 
(voir plus loin, corollaire (5.3.9)). • 

3.9. Restriction de Jacquet et caractères. Pour P £ T^o, on note 

rg : d\{G) -^ m{Mp) 

le foncteur restriction de Jacquet normalisée. On rappelle la définition : pour toute représentation 
lisse (tt, F) de G, on note V{Up) le sous-espace de V engendré par les vecteurs 7r(w)(w) — v pour 
u G Up et V & V , et l'on pose Vp = V/V{Up). L'espace V{Up) est P-stable, et l'on note (ttp, Vp) 
la représentation (lisse) de Mp déduite de tt par restriction et passage aux quotients. Enfin l'on 
pose rQ(7r) = ôp ' ®ttp. 

Pour P E Po, on définit comme suit un foncteur 

"rgS :$n«(G^)^$n«(M),). 

Soit (n, F) une K-représentation lisse de GK Posons n = 11°. Puisque (3.8.1) k\up = 1, pour 
j € P\u€Up et V eV, on a 

n{j){n(u)(v) - v) = n{intG,mu))(n(j)(v)) -n{-f){v) e v(Up). 

Par restriction et passage au quotient, tt induit donc une application Ilpt : P^ — > Autc(Vp), qui 
se factorise à travers Mp. Pour S e Mp, m, m' e Mp et w G F, on a 

Up{m ■ S ■ m'){v + V{Up)) ^ n(m • S ■ m'){v) + V{Up) 

= n{m')Tï{m) o n(5) o TT{m'){v) + V{Up) 

= n{m')Tïp{m) o Hpt [5) o 7r(m')(w + V{Up)). 

En d'autres termes, lipt, est une ^-représentation lisse de Mp. D'après (3.2.3) et (1.1.1), 5p^^ IIpii 
est encore une ^-représentation lisse de Mp, telle que {Sp^ IIpO" = '^p '^p- On peut donc poser 

-r^,{Tl) = ô-pl'^Tlp,. 

Par construction, les foncteurs "r^S : 9^" (G'') -^ ^'^{m],) et rg : ^{G) -^ $n(Mp) commutent 
aux foncteurs d'oubli : pour toute K-représentation lisse S de Mp, on a 

vg:(n)° = rg(n°). 

(3.9.1) Remarque. — Pour P G Vl, le foncteur '^rgt est un adjoint à gauche du foncteur ''ip^ : pour 
toute K-représentation lisse S de Mp et toute k- représentation lisse H de G% on a C-isomorphisme 
canonique 

Home» (n, '^L$\ (S)) ~ Hom^, (VgS (H), S), 
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fonctoriel en II et en S. Précisément, posant tt = 11° et cr = S°, il se déduit par restriction du 
C-isomorphisme canonique 

Notons ^ le C-espace vectoriel des fonctions / : Z — ;> C, et r le C-endomorphisme de ^ défini 
par T{f){n) = /(n+f) (n G Z>i). Une fonction / G 3^ est dite r-finie si les T^{f), i G Z, engendrent 
un sous-espace vectoriel de ^ de dimension finie. Pour / G 5^, on a : / est r-finie si et seulement 
s'il existe un polynôme P{t) G C[t] tel que P[r]{.f) ~ 0. Par exemple, soit u G Endc(^) pour 
un C-espace vectoriel X de dimension finie, et soient Ai,...,Ar G C^ (Ai ^ Xj pour i ^ j) les 
valeurs propres non nulles de u. Pour i = I, . . . , r, notons rrii la multiplicité de Ai dans le polynôme 
caractéristique de u. Alors la fonction / : Z>i — > C définie par 

f{n) = tr(w") = miXI + ■■■ + rUrK, 

se prolonge naturellement en une fonction r-finie / G S". 

(3.9.2) Lemme. — Soient /i, /2 G S" deux fonctions r-finies. Supposons qu'il existe un entier Uq > I 
tel que pour tout n G Z>„q, on ait fi{n) = f2{n). Alors /i = /2. 

Démonstration : Elle est laissée au lecteur. [] 

Pour G^ = G, K = 1 et g régulier, le théorème suivant est dfi à Casselman [Cas, theo. 5.2]. 

(3.9.3) Théorème. — Soient P E Vo, H une K-représentation admissible de G\ et 'S — "r^t (II). 
On suppose que 11° est de type fini. Pour tout 7 G Mp D GLj tel que P[^] ^ P et yl[^] = Ap, on a 
l 'égalité 

Démonstration : Posons M = Mp et M^ = M^p. On a clairement l'inclusion M^ n G^j. C M^^, 
par conséquent l'énoncé a un sens. Posons tt = 11°. 

Soit un élément 7 G M^ n G^j^ tel que P[^] = P et A[^] = Ap. Posons r = Int(3s(7). 
D'après (3.5.4), il existe un sous-groupe ouvert compact if de G tel que, posant K^ = K f] Up- , 
K" = KnM, K+ = KnUp, on ait : 

- K = K-K°K+ = K+K^K- ; 

- T-^{K-) C K-, t{K°) = K", t{K+) G K+ ; 

- h\k = 1; 

- K-^-K(zG\,- 

- Qii\K-fK == On(7) ; 

- ©n^Jifc^ = 60^^(7)- 

Pour tout sous-groupe compact J de G, on note ej la mesure de Haar normalisée sur J 
(i.e. telle que vol( J,ej) = 1), identifiée à une distribution à support compact sur J. Puisque 
K = K~ K^K'^ = K~^K'^K~ , on a les égalités (dans l'algèbre des distributions à support compact 
sur G) 

^K = ^K- * 6^0 * e^+ — e^+ * e^o * e^- ■ 

Pour ô E G\on note <j)f la fonction caractéristique de K-5-K C G'' divisé par vo\{K-8-K^ d-yc), 
011 (rappel) ^7^ — Ôq ■ dg (cf. 1.5). On a donc 

n(0f) = 7r(ex)on((5)o^(eK). 
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Pour n e Z>i, puisque t{K"K+) C K°K+ et T-'^iK-) C R-, on a 

n((/):f)o7r(eK)on(7)"o7r(eK) 

= 7r(ei^:) o 11(7) o 7r(e/i-) o 11(7)" o tt^ck) 

= 7r(eK ) o 11(7) o TT{eK«K+) ° T^ieR-) ° 11(7)" o tt^ck) 

= 7r(eK) o 7r(e^(^o^+)) o n(7) o 0(7)" o 7r(e^-,.(e^^_ )) o 77(6^) 

= 7r(eK)on(7)"+io7r(eK). 

Par récurrence sur n, on a donc 

n(0:f )" = ^(e^) o n(7)" o Tr{eK) (n G Z>i). 

Pourn e Z>i, notons V^^'"- le sous-espace n(0:^)"(F^) = 7r(eK)on(7)"(F^) de V^ == 7r(eK)(T/). 
Pour m, n E Z>i, on a donc 

Rappelons que l'espace V{Up) coïncide avec l'ensemble des v E V tels que J^ Tï{u){v)du ~ 

pour un sous-groupe ouvert compact r2„ de Up. Puisque tt est admissible, l'espace V{Up) fl V^ 
est de dimension finie, et il existe un sous-groupe ouvert compact Çl de Up tel que pour tout 
V G V{Up) n V^ , on ait J„ TT{u){v)du = 0. Quitte à remplacer il par un sous-groupe plus gros, on 
peut supposer que K^ C O. Choisissons un entier no > 1 tel que T"°(il) C K^ . 

Notons p : V ^ Vp la projection canonique, et posons Vp = Trp{eKa){Vp) = rQ(e^o)(Vp). 

(3.9.4) Lemme. — Soient m G Z>i et n Çz Z>„„. 

(1) PourveV'^, o« an(0:^)'"(w) = 7r(e^+)on(7)™(w) ei p o n(0:^)"(u) = Hps (7)" o p(w). 

(^gj On a n(0;^^")(F(C/p) H F^) = 0. 

('^j L 'application p : V —^ Vp induit par restriction un C-isomorphisme VJ^''^ — > Vp . 

(4) On a n(0;f )™(Kf ■") = K/^^". 

Démonstration : Montrons (1). Soit v G V^ . Puisque t~"^{K'^K~) C -fC, on a 

n(0:fr(«) = ^(eK)on(7r(«) 

= TT{eK+) o 7r(eK0K- ) o n(7)"(w) 

= 7i"(e^+) o n(7)" o 7r(e^-™(^o^-))(î;) 

= ^(e;^+)on(7r(«). 

Or Tr{eK+) o n(7)™(w) est contenu dans n(7)™(w) -h T^(C/p), d'où le point (1). 
Montrons (2). Soit v G V{Up) H V^ . D'après (1), on a 

n(</):f'")(i;) = 7r(e^+)on(7)"H 

^vo\{K+,duy^ Tr{u)on{j)"iv)du 



K+ 

vo\{K+,du)-^Il{-/y'o f Tr{T-"{u)){v)du 
Jk+ 
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car T-"'{K+) D T-'''«{K+) D Q. 

Montrons (3). Fixons un entier n > no et posons W — V^-^ . Montrons la surjectivitc. Soit 

V e V^\ Puisque IntMt (nY'\K^) = Int^t (7)-"(ifO) == K^ , on a Hpt (7)""(S) G V^\ D'après le 
"premier lemme de Jacquet" , la projection canonique p : ^ — > Vp induit une application surjective 
V^ -^ V^". Choisissons un v' e V^ tel quep(u') = nps(7)-"(w), et posons v = n(/^)"(w') G W. 

D'après (1), on ap{v) = Hptii-y)" op[v') = v. Montrons l'injectivité. Soit w £ V(Up)r\W. Écrivons 
w = 7r(ei<-) o n(7)"(u") avec v" G V^ . D'après (1), on a w = 7r(ex+) o n(7)"(i'"). Et puisque 
w G V{Up) n F^ et K+ C rî, on a 

= / Tr{u){w)du 
Jn 

= f 7r{u)Tr{eK+)oU{-f)''{v")du 
Jn 

Tr{u)oTl{jy'°{v")du 
= n(7)"o f Tr{T-''{u)){v")du. 

Donc v" G F(f7p). D'après (2), on a donc w = 0. 
Montrons (4). On a 

n((/.:f )™(T/f'") - T/^^^"+™ c Kf '". 

Or d'après (3), on a dimc(K'^'"^™) = dimc(V^ ) = dinic(Vl^'"), par conséquent l'inclusion 
ci-dessus est une égalité. [] 

Posons W — VJ^'"'" et T4^ = Vp , et pour 5 G M\ notons (f>f- la fonction caractéristique de 
K'^ ■ 7 • K'^ divisée par vo\{K'^ ■ ô ■ K^^d'^M)- D'après (3.9.4), pour n G Z>„q, on a 

tr(n«)") = tr(n«)"|H.) = tr(np,(7)"|^) - tr(np,(^f )"). 
Et grâce à (3.9.2), on en déduit que 

On (7) - ©n«) = On,, «") - On,, (7)- 

D'oii le théorème puisque On ^^ (7) = Sj,^ (7)02(7)- D 

Notons que pour G^ = G^ n = 1 et g régulier, le corollaire suivant est dit à Deligne [D]. 

(3.9.5) Corollaire. — Soit H une K-représentation admissible de G^ telle que 11° soit de type 
fini. Supposons que pour tout P G Vo \ {G}, on ait '*r^^ (H) = 0. Alors pour tout 7 G G^j^ tel que 
P[^] ^G, on a Sud) ^0. 

Démonstration : Soit 7 G GJ.J.. Choisissons a; G G tel que 7' = x^^ • 7 • x soit en position 
standard. Puisque P[^] ~ xP[y>]X^^, si P[^] 7^ G, alors P = P[y] 7^ G et (3.9.4) 0n(7') = 0. On 
conclut grâce à (3.7.5). [] 

3.10. Commentaire. On peut bien sûr traduire ces résultats dans le langage classique des 
caractères {9, K)-tordus de G. Un élément g € G est dit : 
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- 9-régulier si l'élément g6 S G^ est régulier ; 

- 9 -quasi-régulier si g6 est quasi-régulier. 

Notons Ge-reg et Gg-q^ les sous-ensembles de G formés des éléments qui sont respectivement 
6'-réguliers et él-quasi-réguliers. D'après (3.3.2), on a l'inclusion 

Ge-rcg C Ge-q].; 

et ces deux ensembles sont ouverts denses dans G (3.3.3). 

Soit {n,V) une représentation admissible de G telle que ktt ~ tt^, et soit A G IsomG(K7r,7r^). 
On suppose que tt est de type fini. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. Pour 17 S G, on 
note Tg ~ Tf ^i G Endc(V') l'opérateur défini par 



^a - -"(7r,A),g 



Tg = vol(if,dfc)-i / K{k-'^)n{k-^ge{k))oAdk 

JK 



IK 

= vol{K,dky^ / TT{k-^)oTT{g)oAoTT{k)dk. 
JK 

D'après (3.7.3), pour g G Ge-qr, on a Tg G Endo(V), et l'application 

Ge-qr ^ Endo(V), g^Tg 

est localement constante. D'après (3.7.4), le caractère tordu 0^ est représenté sur G^-qr par la 
fonction localement constante g 1— > Q^{g) — tr(Tg). En d'autres termes, pour toute fonction 
/ G G^(G0„qr), on a l'égalité 

e;f (./) - / fi9)e^i9)dg. 

Et puisque pour / G C^{G) et a; G G on a (1.3.2) e^(^'V) == i^{x-^)^^{î), on a l'égalité 
(3.10.1) Qi{x-^g6{x)) = K{x)Q^{g) {g G G^-q,, x G G). 

La traduction des numéros 3.8 et 3.9 est laissée au lecteur. 

4. Séries discrètes et représentations cuspidales 

Continuons avec les notations du ch. 3. 

4.1. Caractères des séries essentiellement discrètes. Notons Z = Z{G) le centre de G, 
et fixons une mesure de Haar dz sur Z . Soit dg = -^ \& mesure quotient sur le groupe G / Z . 

Soit (n, F) une ^-représentation lisse de G''. Posons tt = 11° et A = n((5o) G IsomG(K7r,7r^). 
Pour (w, v) ÇiV xV , ox\ note tïv.v : G ^ C le coefficient de tï défini par 

'^v,v{g) ^ {'K{g){v),v) {geG) 

et liy^y le coefficient de II défini par 

n„,,(7) = (n(7)(«),i^) (7eG^). 
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Pour j = g ■ Ôq, on a donc Tly^y{j) = t^a(v),v{9)- Soit ^(H) le C-espace vectoriel engendré par les 
coefficients de II. D'après (1.5.2), pour (p e -4(11), on a 

(4.1.1) ip{z~^ ■ -f- z) = K{z)ip{g) {zeZ,-feG^). 

Soit aussi A{tt) le C-espace vectoriel engendré par coefficients de tt, et soit A{iT) — > A{tt), (p ^^ Lp° 

l'application linéaire définie par 11° ^ = tTv^î, pour tout (w,w) çVxV. 

On suppose tt irréductible, et essentiellement de carré intégrable modulo Z ; i.e. il existe un 

caractère ip de G tel que les coefficients de tt (g) -0 soient de carré intégrable modulo Z. Soit 

(i(7r) = d{TT,dg) > le degré formel de n défini par dg : pour tous {v,v), {v',v') G F x V^, on 

a 

/ Try^y{g)'Ky>^î,'{g^'^)dg = d{Try^ {v,v'){v' ,v). 
Jg/z 

Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G. Pour (p G -4,(11) et 7 G G\ notons 
0^^ : G — > C la fonction définie par 

e^^(5)-vol(i^,dfc)-i / K{k-')p{g-'k''-j-kg)dk. 

J K 

D'après (4.1.1), on a 

(4.1.2) 0^,^(25) - '^(2)0^^(3) {z eZ,ge G). 

Pour 6 = ïda, k = 1 et 7 régulier, le théorème suivant est dfi à Rader et Silberger [RS, theo. 2]. 

(4.1.3) Théorème. — Pour toute fonction p e ^(H), on a 

^°(l)en(7) = din) f >,ig-')e!^Jg)dg (7 G G^); 
Jg/z 

l 'intégrale converge absolument et uniformément sur les parties compactes de G^^ . Si de plus n est 
cuspidale, alors pour toute fonction ip G »4(n) et toute partie compacte G de G^,., il existe une 
partie D, — ^{p. G) de G compacte modulo Z , telle que 

Q^Aa) - (7 G C, g G G \ 17). 



Démonstration : Puisque pour 7 G G^j., on a Qn{g^^ '1 ' 9) — '^(3)011(7) {g G G), le théorème 
ne dépend pas du choix de K. On peut donc, comme dans la démonstration du théorème (3.7.3), 
supposer que K est un sous-groupe ouvert distingué de Ko tel que k\k = 1. D'autre part, il suffit 
de traiter les fonctions p G AiJ\) qui sont des coefficients de H. Soit donc p — Iiv,v pour un couple 
(«,«) eV xV. Soit aussi une partie compacte G de G^j.- 

Pour 7 G g'', reprenons l'opérateur T-y = T^ G Endo(F) défini en 3.7. D'après la démons- 
tration de (3.7.3), pour chaque 7 G G, il existe un voisinage V(7) de 7 dans GJ.J. et un sous-groupe 
ouvert distingué K^ de K, tels que 

^x-s-y = T^ ((5 G V(7); X, y G K^). 



78 

On peut recouvrir C par un nombre fini de tels voisinages V^. On en déduit l'existence d'un 
sous-groupe ouvert compact J de G tel que 

T^.^.y = T^ (7 e C; X, y e J). 

Par conséquent, pour 7 S C, l'opérateur T^ appartient au sous-espace V'' x V'^ de Endo(y). 
Posons W = V'^ et W* — V'^ (= Home (VF, C)). Choisissons une base {wi, . . . ,Wr} àeW sur C, et 
notons {wl, . . . ,w*} la base de W* duale de {wi, . . . , Wr}- Pour 7 G C et w' e F, on a donc 

r r 

T7K) -EE(T^(^^)'"'P("' o^^- 

Par suite, pour 7 £ C et g S G, on a 

e^^(g)=vol(i^,dfc)-i / n{k-^){K{g)^{g-^)on{k-^--i-k)oTr{g){v),i)dk 

J K 

= K{g){T^ o 7r(g)(w), ^(g)(w)) 

r r 
r r 

i=i j=i 

Si TT est cuspidale, alors les coefficients de tt sont à support compact modulo Z, et d'après le calcul 
ci-dessus, il existe une partie fi de G compacte modulo Z telle que pour 7 G G et g G G \ fi, on 
ait e^,^(g) = 0. 

Reprenons la démonstration dans le cas général. Puisque la fonction G\^ — > Endo(T^), 7 1-^ T-y 
est localement constante (3.7.3), il existe une constante de > telle que 

r r 

H9'^)KA9)\ < dcJ2J2\''-'<^9)\\7^^^A9'')\ (7 e G, g G G). 
i=i j=i 

Par suite, pour 7 G G on a 

d-i-^) / '«(3"^)6^.7(5)c^5 ==EE^'^'r(^0:W*)d(7r) / T:y,^*{g)T:^.^î,{g'^)dg 

r r 



et 



= V'°(1)E'^'^'^(^*)'^**)' 

r 

E(T7(Wï), Wî) = tr(T^) = en(7)- 
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Choisissons un caractère tp de G tel que les coefiicients de tt' = vr (g) -0 soient de carré intcgrable 
modulo Z. Pour {u,u) e V x F, on a tTum{9) — "0(5 "^)^m.û(.9) (5 G G), et notant || ||2 la norme 
L^ sur G/Z, on a llTr^ûlb < +oo. Ainsi, la majoration pour IS;^^;!^)! donnée plus haut jointe à 
l'inégalité de Schwartz, entraînent que 

\n{g-')e^^^{9)\dg < dc|kUHl2||<,i||2 (7 e G). 

IG/Z 

D'oii l'assertion de convergence uniforme (théorème de Weierstrass). [] 

4.2. Caractères des représentations irréductibles cuspidales. Soit H un sous-groupe 
ouvert (donc fermé) de G, contenant Z et compact modulo Z. Soit iî^ un iï-espacc tordu qui soit 
un sous-espace topologique tordu de G''. On note encore k le caractère k\h de H. Soit {T,,W) 
une ^-représentation lisse de H'^ telle que la représentation a — Ti° de H soit de type fini. 
Puisque H est compact modulo Z, W est de dimension finie, et l'on pose dim(o') — dimc(T4^). 
Soit (If, V") = '^mdjji, (S, W) comme en 1.7, et posons n = 11°. La représentation tt est admissible 
et cuspidale. Si de plus elle est irréductible, on peut lui appliquer le théorème (4.1.3). 

On note 8s : G^ — > C la fonction définie par 

^^^' \0 sinon 

On définit de la même manière la fonction Q„ : G — > C 

Fixons un sous-groupe ouvert compact K de H . Le théorème suivant est une généralisation 
de [BHI, appendix, theo. A. 14]. 

(4.2.1) Théorème. — Supposons que tt soit irréductible. 
(!) On a d{Tr) = dim(a)vo\{H/Z,dg)'^. 
(2) Pour 7 e G^j., on a 

en(7)-vol(X,dg)-i Y. <9'^) f <k-')Q^{g-'k-' ■ j ■ kg)dk; 

la somme est finie. Mieux : pour toute partie compacte G de G\^, il existe un sous- ensemble 
fini Q = Çl(C) de G/H tel que 

K(k-^)&j:{g-^k-^ ■ 7 • kg)dk ^0 {j e G, g e (G/H) \ il). 

K 

Démonstration : Choisissons une base {wi, . . . , Wn} de VF, et notons {w\^ . . . , w* } la base de 
W* = Homc(VF, C) duale de {wi, . . . , w„}. Pour i = I, . . . , n, on note Vi ^ V et Vi ^ \nd%{W*) les 
fonctions telles Supp(i'i) = H = Supp(wi), Vi{\) — Wi et Vi{\) — w*. Via l'identification canonique 
y = indg(VK*), on a 

n 

En particulier, la fonction 8s appartient à l'espace A{J\) des coefficients de H, et pour g £ G, on 
a e|;(5) = 8,(g). 



D'après la définition de din), on a 

^ n n .. 

d{7r) e„{g)eaig^^)dg =^ d{Tr)y2y2 '^v,,vA9)'^v,,vj{9^^)dg 

Jg/z ^^^ ^^^ Jg/z 

n n 
i=l 3 = 1 

= n = dim((T). 
D'autre part, notant dh la restriction de dg à H /Z ^ on a aussi 

e.(5)e.(5"i)dg = / Q„{h)Q„{h-^)dh 

G/Z JHjZ 



n ri r, 

J2Y1 / {'^{h){w^),w*){<j{h-'){w,),w*)dh 



i=i i=i 



Y0\{H/Z,dg) 
diE 

Y0l{H/Z,dg). 



2^1. dim(a) (^''^j)H'^^) 



D'où le point (1). 

Soit X un sous-groupe ouvert compact de H . Appliquons (4.1.3) à la fonction ip — Ox;. Pour 

7 G G^i-, on a 

dim(a)en(7) - ^W /" «;(.g-i)e^.^(<7)d5- 
Jg/z 

Pour (5 e G^ et /i e iï, si (5 ^ iï^ on a ip{h-^ ■ S ■ h) ^ ip{ô) = 0, et si (5 G H^ on a 

^(/i-i • (5 • /i) = tr(S(/i-^ ■ (5 ■ /i) = k(/i)^((5). 

Par conséquent pour 7 G G^j^, la fonction G/Z — > C, 5 n> k((7^^)9^^(5) se factorise à travers 
G/ H, et d'après (1), on a 

0n(7)= E '^(3"')0^^(3)- 

S6G/H 

D'oii le point (2), l'assertion de finitude se déduisant directement de (4.1.3). [] 

5. Intégrales orbitales et caractères. 

Continuons avec les notations des ch. 3 et 4. 

5.1. Intégrales orbitales tordues. Soit un élément 7 G G'' tel que : 

- la G-orbite ©0(7) = {5^^ • 7 • 5 ^ 5 G G} est fermée dans G; 

- le centralisateur G^ — {g & G : g~^ ■ j ■ g ~ j} est unimodulaire. 

Alors le choix d'une mesure de Haar dg^ sur G^, définit une distribution A^(-,7) — A^(-, 7,^17^) 
sur G^ : pour (f> G G^{G''^), on pose 

si k\g., 7^ 1 



Q, , r si k\g 
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Puisque la G-orbite de 7 est fermée dans G, l'intégrale est absolument convergente (d'ailleurs c'est 
même une somme finie). On appelle A^(-,7) la n-intégrale orbitale de 7. Pour (p £ C'^IG^) et 
X G G, on a 

(S.l.f ) AG(-0, 7) = «:(a;-i)AG(0, 7) = aG(0, ^-^ . ^ . ^). 

(5.f .2) Remarque. — Il est fort probable que le centralisateur G^ d'un élément 7 G G'' dont la 
G-orbite est fermée dans G^ , soit automatiquement unimodulaire ; mais nous n'essaierons pas de 
le démontrer ici. * 

Soit 7 G G^ quasi-semisimple. D'après (2.21.1), la G-orbite Og{'^) est fermée dans G''. Puisque 
le groupe G° est réductif (2.6.3) et défini sur F (2.18.3), le groupe G° = G°{F) est unimodulaire. 
Comme le groupe quotient G^/G° est fini, le choix d'une mesure de Haar dg° sur G°, définit une 
distribution A^(-,7) = A^(-,7,dg°) sur G^ : pour G C^iG^), on pose 

g f si k|g° ^ 1 

^^^'^'^^^\iGo\G<9)4>{9-'-l-a)4l^^ sinon' 

Notons que si kJg^ 7^ 1, on a A^((/>, 7) = 0. Par ailleurs, le groupe G^ est lui aussi unimodulaire, 
et si dg^ est une mesure de Haar sur G-y, alors notant dg° la restriction à G° de la mesure de Haar 
|G^/G°|^-^dg-y sur G-y, on a 

Gi „ j„ \ _ kG, 



A:f(.,7,dg^)==A::(.,7,dg°). 



5.2. Descente parabolique. Soit P G T^o. Rappelons que les mesures de Haar dg, dm = dmp 

et du = dup sur G, Mp et Up sont celles normalisées par Ko (cf. 3.1). Pour toute fonction 
/ G G'^{G), on a la formule d'intégration 



(5.2.1) / f{g)dg ^ f{muk)dmdudk. 

Jg J J JMpxUpxKo 

Supposons de plus que P G P^. Posons M = Mp, M^ = M^ et p-'^ = M^ • [/p-. Posons 
aussi m = mp. Soit un élément 7 G M^ tel que : 

- la M-orbitc Cm (7) = {"m • 7 • m^^ : m G M} est fermée dans M'' ; 

- le centralisateur M^ = {m G M : m^^ • 7 • ?n = m} est unimodulaire; 

Alors le choix d'une mesure de Haar dm^ sur M^ définit comme en 5.1 une distribution A^(-, 7) ~ 
Af (-,7,^771^) surM^ 

(5.2.2) Lemme. — 

(1) Pour j G P^, on a Spi{j) = |dctp(Adph (7); Up)|p. 

(2) Pour^e M\ on a |detp(Adpi, (7)"^; up)|f = |dctp(Adp-,i,(7); Up-)|p. 

Démonstration : Soit 7 G P^. L'application Intps(7) : Up — ;> Up est un automorphisme de 
variété tn-adique, de Jacobien constant J{'y) — | detp(Adpii(7); Up)|p. D'autre part, d'après la 
définition du module d'un automorphisme de Up (cf. 1.1), on a J{'j) = At/p(Intpii (7)|[/p). Posons 
P = P/Up, P^ = P^ /Up (c'est un P-espace tordu) et 7 = 7 • t/p G P^. En remplaçant Up par P 
(resp. P) dans le raisonnement ci-dessus, on obtient 

,ÎP^(7) - Ap(Intp^(7))A-p(Intp,(7)-i) 

= |detp(Adps(7);p)|p|detp(Adpù(7);p/up|^^ 
= |detF(Adp6(7);Up)|p. 
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Supposons que 7 G M^, et montrons (2). Rappelons que 6 = IntGii(<5o)- Puisque M est 
unimodulaire, d'après (1.5.2), on a /S.j^fi,{'-^) = /S.M{d)~^. De même on a Aq\{'^) — Ag(6')^^. 
D'après la démonstration du point (1), on a 

AGs(7)"' = |detF(AdGt(7);0)|F 

= |detF(Adp-,h(7);up-)|F|detF(AdMh(7);Tn)|F|detF(Adph(7);up)|F 

= AMn(7)~VetF(Adp-,t(7);up-)|F|detF(Adps(7);up)|F. 

On en déduit que 

|detF(Adps (7)-!; up)|f - AM(é')AG(e)-^|detF(Adp-.s (7); Up-)|f. 

Or d'après (1.1.3), on a Ac{0) = Ap{d). D'autre part d'après (1.5.2), on a Aph(7) = Api, (7), i.e. 
Ap(6') = Am{0)). D'où le point (2), puisque Am{0) ^ Ag{0). D 

Pour 7 G M^, l'automorphisme Adgii (7) de g stabilise m; en fait on a Adgh(7)|n, — Ad]^^{j). 
On peut donc poser (pour la définition de G^ /M, cf. 1.4) 

^gVm(7) - dctF(id - AdG,(7);0/m) (7 e M^). 

(5.2.3) Proposition. — Soit 7 e M^ tel que : 

- la G -orbite Oai'j) est fermée dans G^ ; 

- le centralisateur G.y est unimodulaire ; 

- on a les inclusions G^ <Z M et q^ <zm. 

Alors la M-orhite Om{i) est fermée dans M\ et -Dgs/mIt) ¥" 0- De plus, pour toute fonction 
(f) G G^{G^), on a la formule de descente 

I^gVm(7)||a^(0,7) = Af (0P,K„,7); 

où les distributions A^(-,7) et A^^{-,j) sur G' et M\ sont définies par la même mesure de Haar 
dg-y sur G-y = M^. (Pour la définition de 4>p.Ko, cf. 3.8.) 

Démonstration : Commençons par montrer que la M-orbite Cm (7) est fermée dans M^. 
Supposons par l'absurde que ce n'est pas le cas, et soit 7' G Cm (7) \ Cm (7) où Om{i) désigne 
la ferm eture de Cm (7) dans M'' (i.e. dans G^) pour la topologie tu-adique. Rappelons que 
Cm (7) est union de Cm (7) et de M-orbites dont la dimension (en tant que variété w-adique) 
est strictement inférieure à celle de Cm (7)- Puisque la G-orbite Cg(7) est fermée dans G^, il 
existe un 5 G G tel que 7' = g^^ • 7 • .9- On a donc M^i — g^^M^g D M, par conséquent 
diTn{Mj) < dhn{g^^Mjg) — dim{Mj), où dim désigne la dimension en tant que variétés tu-adiques. 
On en déduit que dim(CM(7')) ^ dim(CM(7)), contradiction. 

Soit une fonction (f> G Gj?°(G^). D'après (5.2.1), on a 

Aj!r(0, 7)== /// 4>{k^^u^^m^^ -j ■ muk)- — dudk. 

J J JM^XMxUpxKo "57 

Pour m G M, puisque Gjn-i--y-m ^ Up = {1} et Qm-Lj-m H up = {0}, l'application 

Up — ^ Up, u ^-> Intpt {nf ■ 7 • m)^ (u^ )u 
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est un automorphisnic de variété w-adique, de Jacobien 

J{m^^ • 7 • m) = |deti?(id — Adpt,{m^^ ■ 7 ■ m)~^;Up)\F ^ 0. 

Comme 

idp — Adpt, {m~ ■ 7 ■ m)~ = Aàp{m~ ) o (idp — Adp^ (7)" ) o Adp(TO), 

on a J{m^^ ■ 7 • m) == Jij)- D'après (5.2.2), on a 

Sp^\l)Jh) = |detp(Adps(7);up)|J|detp(id- Adp,(7)-i;up)|F 

= |detp(Adpt(7) -id;up)|||detF(id- Adps(7)-i;up)||, 

1 1 

= |det_F(id- Adpb(7);up)||.|detF(id - Adp-,t;(7); Up-)|p 
= |detp(id- AdGb(7);0/m)||,. 

On a donc 

Enfin, le changement de variables u M- IntG(?Ti^^ • 7 • m)^^{u^^)u dans la formule pour A^(0, 7) 
donne 

A^(0,7)= / Spl/\j)<f>p,KAm-'-J-m)J{j)-^^ 

JM^\M "57 

= I^GVM(7)lF*Af(^P,;^„,7). 

La proposition est démontrée. [] 

5.3. Formule d'intégration de Weyl. Soit (S',T,r^) un triplet de Cartan de G^ (cf. 2.19). 
Puisque Zg{T'^) = S, l'application 

7r:5\GxT^^G^(.9,7)^.g-'•7•5 

est bien définie, et c'est un morphisme de variétés n7-adiques. Posons g — Lie(G), s = Lie(S'), 
g — g/s et t = Lie(r). Soit (5,7) S S\G x T'', et soit g xm relèvement de g dans G. Via les 
isomorphismes de variétés w-adiques 

S\G — > S\G, Sx -^ Sxg, 

G^G\x^g-^-{x-^)-g, 

identifions l'espace tangent à S\G (resp. T'', G'') en g (resp. 7, ff"^ • 7 • g) à g (resp. t, g). Notons 
p : g — > g la projection canonique. Alors la différentielle d(7r)g^-y : g x i ^^ g de tt au point (5,7), 
est donnée par 

à{^)g,^{jp{X), Y) = AdG(7)(^) -X + Y 

D'après le début de la démonstration de (3.3.2), si 7 G T'' n G).^„, on a l'égalité g(l — 7) + i = g. 
On en déduit le 
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(5.3.1) Lemme. — Pour tout (3,7) G S\G x (T^ n G; ), l'application tt est submersive en (5,7). 
Notons W = W{G,T) le groupe de Weyl Ng{T)/T. Puisque 

Inta, h){NG{T)) - NG{lnta,{j){T)) {jeG^), 

tout élément 7 e T' induit un autoniorphisnic x.y = Intg^ (7)|jvg(t) de Ng{T). Pour j ^ T\ t E T 
et n G NaiT), on a 

Tt.^{n) — t ■ Ty{n) ■ t~ — tT^{n)t~ T^{n)~ T^{n) G TT^in). 

On en déduit que r^ induit 

- par passage au quotient un automorphisme tw de W , 

- par restriction un automorphisme t — tt de T. 

Ces deux automorphismes ne dépendent pas du choix de 7 G T'' (bien que r^ en dépende) . Posons 

NG{T^)^{geG:g-T^-g-'=T^}. 

On a les inclusions 

NciS'^) C Ng{T^) C iVG(5) C iVG(T). 

La première résulte du lemme (2.12.3) ; les deux suivantes des égalités Zg{T^) ~ S et Zg{S) = T. 
Notons W'^ le sous-groupe de W formé des éléments fixés par twi et posons 

W{G,S^)^Ng{S^)/S, 
W{G,T^)^Ng{T^)/T. 

(5.3.2) Lemme. — 

(1) On a l'égalité W^ ^ W{G,T^). 

(2) Supposons que T^ = S , T{1 - T)f\ S = {1} etT = TrT{l - t). L'inclusion Ng{S^) C Ng{T^) 
induit par passage aux quotients une identification W{G, S^) = W{G,T^). 

Démonstration : Pour n G Ng{T) et 7 G T^ on a n • 7 • n^^ — nT^{n~'^) • 7, et n • 7 • n~^ G T^ 
si et seulement si nT^(n^^) G T. D'oii le point (1). 

Supposons que T^ = 5, r(l - r) n 5 = {1} et T = T^T(1 - r), et montrons (2). Il s'agit de 
montrer que Ng{T^) = Ng{S^)T (= TNciS^)) et Ng{S^) HT = S. Soient n G Ng{T^) et 7 G TK 
Posons t — nT^(n^^) G T, et écrivons t ~ st{x)x^^ ~ x^^st{x) avec s G S et x G T. On a donc 

n • 7 • n^ = nTj{n^ ) ■ -y — x^ sTj{x) ■ j — x^ s ■ j ■ x, 

d'où xn-j-{xn)^^ ~ s-j. Comme xn G Ng{S), on en déduit que xn G A^g('S''') et n g TNg{S''^)- Soit 
maintenant y G NGiS^)nT. Puisque y S''' -y"^ =yT{y-^)-S^, on a yT{y-^) G T(l-T)nS'= {1}, 
i.e. y G T, = 5. D 
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(5.3.3) Remarque. — D'après (2.4.3), si r est unipotcnt, alors les hypothèses du point (2) sont 
vérifiées. • 

On définit comme suit une opération à gauche, continue et libre, de S\T sur S\G x T' : pour 
t G 5\r et {g, 7) e S\G X T\ on choisit un représentant i de ï dans T et un représentant g de g 
dans G, et l'on pose 

t-9 = Stg, 

t-{g,-i)^{t-g,t--i-t-^)^{t-gMt~^)-l)- 
Puisque T = Zg{S) et t\s = id, l'élément t- (5,7) est bien défini. Soit 

X = S\Gxs\tT^ 

le quotient de S\G x T^ par la relation d'équivalence ~ définie par : 

(5,7) ~ (5', 7') ^ il existe un ïe 5\r tel que (g', 7') = t- (5,7). 

On note g : S\G x T^ — > X la projection canonique. L'application tt se factorise à travers q : on note 
TT : X -^ G^ l'unique application telle que ît o q — tt. Par construction, X est une variété îu-adique 
(pour la topologie quotient) de dimension dim(G') = dim(G), et q et tt sont des morphismes de 
variétés -cc-adiques. 

On définit comme suit une opération à gauche, continue et libre, de W^ sur X : pour w G W^ 
et (5,7) G S\G X T\ on choisit un représentant g de g dans G et un représentant n de w dans 
Ng{T^), et l'on pose 

w-q{g,j) ^q{Sng,nTy{n) -7). 

L'opération est bien définie : si g' = xg et n' — yn pour des x, y € T, alors posant 7' — xt{x^^) ■ 7 
et i = ynxn^^ G T, on a 

{Sn'g', u'ty {n'^'^) ■ 7') = {Stg, ynxT{x^^) • 7 • n^^y"^) 

= {Stg,tnT^{n^^)T^{nx^^)T^{n^^y^^) -7) 
= {Stg,tnT^{n^^)T^{t^^) ■■y) 
= {Stg,tT{t-^)nT^{n-^)-j). 

Pour (5,7) G S\G x T^ et w G W\ on a 

(5.3.4) 7f(w; -(7(5,7)) =7r(g,7). 

Pour toute partie F de G'', notons '^Y l'ensemble des g^^ ■ S ■ g pour (^ G G et (5 G F. Ainsi on 

a '^T^ = Im(^), et ^T^ n Gj^g - ^(T^ n G^^) = 7r(5\G x (T^ n G^.g)). 

(5.3.5) Lemme. — Pour ô e ^T^ D Gj^g; ?a fibre 

^'\S) = g({(.g,7) G S\G X T^ : ^(5,7) = <5}) 
de TT aw dessus de S, est un espace principal homogène sous W^ . 



Démonstration : Soit ô G '^T^ H Gj^g. Écrivons ô = n^g', 7') pour un {g', 7') G 5'\G x T^, et soit 
{g, 7) G 5'\G X T^ tel que 7r(g, 7) = S. Choisissons des relèvement g et g' de g et ^' dans G. Puisque 
Ô€^T^n Gl^, on a 7, 7' G T^ n G^^, et comme .g'.g"! • 7 • .g.g'"! = 7' et G;(F) = 5 = G;,(^), 
on a n = g'g~^ G Nq{S). Alors n • 7 • n^-'^ = nT^(n^"'^) • 7 = 7' G T^ Par conséquent nT^{n) G T, 
i.e. n G iVcCî"^)- Posons w G riT G Ng{T^)/T = W^^. On a w • q{g,-f) = q{g',i). D'où le lemme, 
puisque VF'' opère librement sur X . [] 

Posons 

Xreg = 7f-i(<=r^ n Gl^) - ç(5\G X (T^ n gI^)). 

D'après (5.3.1), l'ensemble 

^T^ n G5,g = ^(5\G X (T^ n G5,g)) 

est ouvert dans G% par conséquent X^^g est ouvert dans X. Rappelons que dim(X) ~ dim(G^). 
D'après (5.3.1) et (5.3.5), l'application ït : X ^f G^ induit par restriction une application surjective 
Tfrcg : ^rcg ^ '^T'^ H G^eg vérifiant : 

- pour X G Xrogj la différentielle d(7f)a; de tt au point x est un isomorphisme ; 

- pour 5 G '^T^ n GJj, , la fibre 7f^^((5) est un espace principal homogène sous W^. 
En d'autres termes, Tfreg est un revêtement galoisien principal de groupe W^. 

Notons T le groupe quotient T{1 - t)\T, et T^ le T-espace tordu T(l - t)\TK Pour 7 G T^ 
on pose 

Dg^/t{i) = detF(id - Ad^t (7); fl/t)- 
Pour 7 G T*! et i G T, on a t" V(é) • 7 = t^^ • 7 ■ é, d'où 

Dayrit^^Tit) ■ 7) == dctf (id - Adch (t-^ • 7 • t); g/t) 

= detf (AdG(t-i) O (id - Adcs (7)) O AdG(t); g/t) 
= ^gVt(7)- 
Par conséquent l'application -Dg^/t : T'' ^ i^ se factorise à travers T''. 

Toute mesure de Haar ds sur S définit comme suit une mesure de Haar d'y — dj(ds) sur TK 
Puisque le groupe Tt/S est fini, il existe une unique mesure de Haar sur T^ prolongeant ds, que 
l'on note encore ds. Via la suite exacte longue de groupes topologiques 

l^Tr^T ^^ T ^ T ^ 1, 

ds définit une mesure de Haar dt ~ dt{ds) sur le groupe quotient T. Précisément, choisissons une 
mesure de Haar dt sur T, et notons dî l'image de la mesure quotient ^ sur Tt\T par l'isomorphisme 

de groupes topologiques de T^\T — ^^ T{1 — r). La mesure quotient dt = ^ sur T dépend 
seulement de ds, et pas du choix de dt. Alors dj est la mesure de Haar sur T'' associée à dt (cf. 
1.5). De manière équivalente, notant dj la mesure de Haar sur T'^ associée à dt, la mesure quotient 
-^ sur t'' dépend seulement de ds, et pas du choix de dt, et elle coïncide avec d'y. 

Notons dS la mesure de Haar sur G'' associée à dg. 
(5.3.6) Remarque. — Posons Y = T^ r\G^ . Puisque '^Y est ouvert dans G^ et que Gj est dense 
dans G\ l'ensemble '-'T^ \ '-^Y est négligeable dans G^ (par rapport à dS). En particulier, toute 
fonction intégrable (f> sur G'' est intégrable sur '-^T\ et l'on a /g^^ (f){ô)dô = J^y 4>{ô)d5. D'autre 
part, l'image F de F dans T'' est ouverte dans T"^, et l'ensemble T^ \Y est négligeable dans T^ 
(par rapport à ^7). * 

On en déduit la proposition suivante : 
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(5.3.6) Proposition ("formule d'intégration de Weyl"). — Choisissons une mesure de Haar ds 
sur S. Posons dg = -^ et d'y = dj{ds). Soit (p une fonction intégrahle sur '^T^ (par rapport à 
dô). Pour presque tout 7 G T\ la fonction S\G — > C, ^ M- </) o Tr{g,'-f) est intégrahle sur S\G (par 
rapport à dg), et l'on a 

L ^^'^'' ^ m L ""^^/^^^^'^ {ic ^^^" • ' • '^''] '^- 

Fixons un système de représentants C des classes de G-conjugaison de sous-espaces de Cartan 
T^ de g'' — ou, ce qui revient au même, de triplets de Cartan (S*, T, T^) de G''. Pour chaque élément 
{S,T,T^) de C, le choix d'une mesure de Haar ds sur S définit une mesure de Haar d'y — d'y{ds) 
sur T\ et, pour tout j e T^ Ci Gj^g, une distribution A^(-,7) sur G'' : pour (j) e C'^{G^), on pose 

(5.3.7) Corollaire. — Soit une fonction localement intégrahle sur G^ (par rapport à dS), définie 
sur Gjg„ et telle que &{g~^ '1 ' g) — '^(3)0(7) pour tout g E G et tout 7 G GJ^g- Pour toute fonction 
4> G C^{G^), on a 

£^ Q{ô)^{5)dô ^ Y. \W{G,m L I^GVT(7)|Fe(7)A^(^, 7)^7, 

où T^ parcourt les éléments de C. 

Démonstration : Remarquons tout d'abord que pour T^ G C, 7 G T'' n Gjgg et i G T, on a 
A^(ç^, t~i . 7 . t) = K(t~^)A^((/),7). Par conséquent la fonction 7 h^ 9(7)A^((/),7) sur T'^ n G^ se 
factorise à travers l'image de T^ n G^ dans T'', et l'énoncé a bien un sens. 

La fonction 5 M> 6((5)(/i((5) est intégrahle sur G'' (et définie sur Gfog). On a donc 

e((5)0(r5)d(5 - XI / ^{5)(t){ô)d5, 



G" j,,, JGTh 



OÙ T^ parcourt les éléments de C. Pour {S,T^T'^) g C, d'après la proposition on a 

1 /"m /.M I /" 0/ -1 \Mt -1 .. .^dg 



^^^ e{ô)mds - y^ y_^ I^gvt(7)If <^ J^ ^ eig-' ■ 7 • g)Hg-' • 7 • 5)^ W7 
1 

h/2 



l^^l y_^ I^GVT(7)|Fe(7)A^(0,7)d7; 



où l'on a posé T4^'i = W{G, T^). D'où le corollaire. □ 

(5.3.8) Corollaire. — Soit H une n-représentation admissible, de type fini, de G"^ . Pour toute 
fonction cj) G C^{G^^g), on a 

Qn('^) = E \W{G,T^)\ L I^GVT(7)|Fen(7)A^(0, 7)^7, 
OM T' parcourt les éléments de C. 



(5.3.9) Corollaire. — Soient P e "Po, S une n-représentation admissible de Mp, etil ~ '^ipt, (S). 
On suppose que S° est de type fini. 

(1) Le support de la Jonction caractère On est contenu dans '^{Mp n Gqrt) = '^ Mp n Gi,.. 

(2) Soit T^ un sous-espace de Cartan de Mp, et soit {T{',...,rj} un système de représentants 
des classes de M p -conjugaison de sous-espaces de Cartan de Mp conjugués à T^ dans G : 

- Tj est un sous-espace de Cartan de Mp de la forme g~ ■ T^ ■ gi pour un élément gi £ G ; 

- tout sous-espace de Cartan de Mp conjugué à T^ dans G est conjugué à l'un des T^ dans 
Mp; 

- les Tj sont deux-à-deux non conjugués dans Mp. 

Pour i^l,...s, posons W\ = W{Mp,T})\W{G,T}), et soit {n„ : w e W\} un système de 
représentants des éléments de W\ (= Nm{t})\Ng{T^)) dans Ng{T^). Pour 7 G T*! n G\^^, 
on a l'égalité 

s 

»=i wëw\ 
où l'on a posé 7»*"™ = Int^ (gin^y^ij) (= n:^^g:r'^ ■ 7 . g^n^). 

Démonstration : Posons M = Mp et M^ = Mp. Puisque S° est admissible et de type fini, 11° 
l'est aussi. Les fonctions caractères Q^ sur M^^ et 9n sur G^j^ sont donc bien définies. 

Montrons (1). D'après (3.8.2), il suffit de montrer que si (j) est une fonction dans C^{G^„^) 
dont le support ne rencontre pas '^M'^ n GJ.^, alors (j)p^Ko = 0. Soit une fonction (j) G C!^{G^„^) 
telle que (f)p,Ko # 0. Puisque M^ n G\^ est ouvert dense dans M\ il existe un (î e M'' n G^jj. tel 
que 4>p_Ko{^) y^ 0. D'après la définition de (j)p_Koi il existe un fc G Ko et un u G Up tels que 
4>{k~^ ■ 6 ■ uk) ^ 0, et d'après la démonstration de (2.5.3), il existe un (unique) u' G Up tel que 
u = lniG^{5)-\u'-^)u' . On a donc k-^ ■ 8 ■ uk = k-^u'-^ ■ 5 ■ u'k €^ M^ f\G\^, d'où le point (1). 

Montrons (2). Soit O la fonction sur P'' n G\^„ définie par 

s 

{*) Q{l)^Y. E «(5.^»)"'I^GVM(7^'"")lF'eE(7^'"™)- 

Puisque pour 5 G M"^ n G\^„ et m G M, on a 

Ac(™)-i|i?GVM('5'")|f ^0e('5") - \Dg^/m{5)Vf'Q,,{5), 
l'expression à droite de l'égalité dans (*) ne dépend pas des choix de {(/i, . . . , gg) et {n^ : w G W }} ; 
d'ailleurs elle ne dépend pas non plus du choix de {T^, . . . ^T^}. On en déduit que si 7 G P'' fl G\^„ 
et g G G sont tels que g~^ • 7 • g G P'', puisque g G Ng{T^), on a 0(g^^ ' 7 ' ff) = '^{9)Qil)- On 
peut donc prolonger O à '^T^ n Gj^, en posant 

Oig-' • 7 • 3) = <9Ml) (leT^ Gl^, g G G). 

Pour G G;?°(^P^ nG^cg), > 0, la fonction \e\(j) sur ^P^ nG^eg, prolongée par à G^ tout entier, 
est mesurable (par rapport à dô), et d'après la (5.3.7), on a 
1 

^ïï^EE / l«(7-™)|-^^^^^^^^^^|e.(7--)|A-(^,7)rf7; 



\Q(ôM{ô)dô ^ -— _ |i?GVT(7)|F|O(7)|Af;|(0,7)d7 



wew 



■^/^' I^gVm(7S 



où l'on a posé W^ = W{G, T^). Pour i = 1, . . . , s, w G VFJ et 7 e T^ n G^g, on a 

pourvu que les mesures de Haar dsi sur Si — Z{T^) aient été choisies de manière compatible, ce 
que l'on suppose. Alors d'après (5.2.3), on a 

A[;|(0,7^'"™) = |i^GVM(7^'"™)lF"A;^|(0P,K„,7^'"™). 
Comme 

I^GVt(7)|f - \Dg^,t{i''''-)\f - |^GVM(7^'"™)|F|i^AfVT(7^'"™)|F 

et 

on obtient 

1^^ |e(<5)|0(<5)d5 < |^(^^^y^^| Ej^, |i?MVT(7^'"™)|F|es(7^'"»)|A*f|(0P,K„,7^'"")rf7 

-E l '^^1 E /j^MVT(7r)iFies(7r)iAfi|(0P.K„,7r")rf7. 

= E \W(MT^)\ Jt^ \DM^/Til^)\F\el:h^)\Al^l{4>P.K,,l^)dJ^, 

d'oii (à nouveau d'après (5.3.7)) 

/ \e(S)\<i>(ô)ds< [ \Q^{SM)\<l>p.KASM)dSM- 

La fonction 00 est donc intégrable sur G\ et vérifie 



e{ô)ci){ô)dô ^ / eE((5M)0p,/f„(^M)c?^Af = es(0p,/fj. 

On conclut grâce au théorème (3.8.2). [] 

(5.3.10) Remarque. — Pour les caractères non tordus des représentations admissibles, de type fini 
et unitarisables, la formule (5.3.8) est due à Van Dijk [VD]. L'hypothèse d'unitarisabilité a ensuite 
été supprimée par Clozel [CU]. D'ailleurs dans loc. cit., la formule (5.3.8) est aussi établie dans 
le cas tordu suivant (changement de base pour le groupe linéaire) : G est le groupe des points 
-F-rationnels de G = Res£;/j^(GL„/^ Xp E) pour un entier n > 1 et une extension finie cyclique 
E/F — on a donc G = GLn{E) — , G^ = G9 où 9 est le F-automorphisme de G donné par un 
générateur du groupe de Galois Ga\{E / F) , et k = 1. 

5.4. Commentaires. Si F est de caractéristique nulle, Clozel [C12] a montré que le corollaire 
(5.3.8) reste vrai sans hypothèse sur le support de la fonction (j), c'est-à-dire pour toute fonction 
(j) S G'^{G''^) — du moins pour G'' localement fini et k = 1. En d'autres termes, les fonctions 
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caractères des (/î-)représentations admissibles de type fini de G'' sont localement intégrables sur G^. 
Rappelons que pour les caractères ordinaires (i.e. non tordus), le résultat est dû à HarishChandra 
[HC2]. Si F est de caractéristique non nulle, ce résultat n'est connu que dans quelques cas 
particuliers [Lel, Le2]. Pour G'' localement fini, si la caractéristique p > 1 de F est "suffisamment 
grande", il est vraisemblable qu'avec des modifications mineures la méthode d'Harish-Chandra 
[HC2, C12] s'applique encore — cela mériterait d'ailleurs d'être rédigé. 

Le résultat dual, qui exprime les intégrales orbitales en termes des caractères (et des variantes 
de ceux-ci : les caractères pondérés), est une conséquence de la formule des traces locale, établie 
par Arthur [A] pour F de caractéristique nulle, k ~ \ et 6 = lA. Si F est de caractéristique nulle, il 
semble aujourd'hui possible d'établir la formule des traces tordue locale (c'est d'ailleurs peut-être 
déjà fait). Si F est de caractéristique non nulle, l'affaire est loin d'être réglée! 
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Annexe A : représentations irréductibles d'un G-espace tordu 

Dans cette annexe A, on fixe un groupe topologique localement profini G, un G-espace tordu 
g'' et un caractère k de G. On fixe aussi une mesure de Haar à gauche dig sur G, et l'on note 
diô {— S ■ dig) la mesure de Haar à gauche sur G'' associée à dig (cf. 1.5). Sauf précision contraire, 
les modules considérés sont des modules à gauche. 

A.l. Rappels sur les représentations lisses irréductibles de G. Notons % = ■H(G) 
l'algèbre de Heckc de G, i.e. l'espace C^{G) muni du produit de convolution défini par 

/ * fi^) = f .fi9)fi9-'x)dig (/, ,/' e C^iG); x e G). 
Jg 

C'est une C-algèbre à idempotents, en général sans unité. Si (tt, V) est une représentation lisse de 
G, l'espace V est naturellement muni d'une structure de "H-module : pour f € H et v G V, on pose 
f ■ V — 7r(/)(w) (cf. 1.2). On obtient ainsi un isomorphisme entre la catégorie des représentations 
lisses de G et une sous-catégorie pleine de la catégorie des 'H-modules : celle formée des 'H-modules 
V non dégénérés, c'est-à-dire tels que T-i ■ V = V. 

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. On note e^ la fonction caractéristique de K 
divisée par vo\{K, dig) ; c'est un idempotent de H. Notons Hk = TL{G, K) l'algèbre de Hecke 
eji * "H * ex, i-e. l'espace Cc{K\G / K) muni du produit de convolution défini comme ci-dessus. 
C'est une C-algèbre à unité [ck est l'unité). Si (tt, F) est une représentation lisse de G, le sous- 
espace V^ de V formé des vecteurs iîT-invariants coïncide avec n{eK){V). De plus la structure de 
"H-module sur V induit une structure de H/f-module sur V^ . 

Si (tt, V) est une représentation lisse de G, on a y = IJ^ V^ où K parcourt les sous-groupes 
ouverts compacts de G (resp. un système fondamental de voisinages de 1 dans G formé de tels sous- 
groupes). D'ailleurs, puisque % = IJ^ ex * H, un "H-modulc V' est non dégénéré si et seulement 
si V — Uj^ ck ■ V . Si (tt, V) est une représentation lisse irréductible de G, alors pour tout sous- 
groupe ouvert compact K de G, le H^-module V^ est nul ou simple [BZ, prop. 2.10]. D'autre part, 
fixé K , l'application (tt, V) i— > V^ induit une bijection entre l'ensemble des classes d'isomorphisme 
de représentations irréductibles de G ayant un vecteur non nul fixé par K et l'ensemble des classes 
d'isomorphisme de H/f-inodulcs simples (loc. cit.). 

Tout comme pour les groupes finis, le caractère d'une représentation admissible irréductible 
de G détermine cette représentation à isomorphisme près : 

(A. 1.1) Proposition [BZ, prop. 2.19]. — Soient tti, 7r2, ...,7r„ des représentations admissibles 
irréductibles de G deux-à-deux non isomorphes. Alors les distributions 0,^ , Q-K2 1 • • • j 07r„ sont 
linéairement indépendantes. 

(A. 1.2) Corollaire. — Deux représentations admissibles irréductibles tti, 7r2 de G sont isomorphes 
si et seulement si ©Tn — O^j . 

A.2. (H'',K)-modules et (H^^ , K)-modules. Notons H^ ^ H{G^) l'espace G^(G^) mimi de 
la structure de H-bimodule donnée par (/ € H, </> G C^{G''*), S G G^) : 

/ * H5) = f fig)Hg-' ■ S)dig, * f{ô) = f Hô- g)f{g-')dig- 

JG JG 

puisque di{g~^) — /S.Q{g^^)dig , on a aussi 

</)*/(5)= f cj^iô ■ g-')fig)AGig-')dig. 

JG 
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On appelle {'W, K)-module un 'H-niodule V muni d'une application n^ — > Endc(X^), ci ^ (u h-> 0-u) 
telle que 

(/* */')■« = /• (0 •(«:/'• «)) 

pour tout (j) G H^ tous /, /' € H et tout w G T^. Les ("H^, K)-modules forment une sous-catégorie 
(non pleine) de la catégorie des 'H-modules : un morphisme entre deux ('H'', Aî)-modules Vi et V2 
est simplement un morphisme de "H-modules u : Vi — > V2 tel que u(0 ■ v) ~ (f> ■ u{v) pour tout 
(p G H'^ et tout f G Vi. Si (n, V) est une K-représentation lisse de G\ l'espace V est naturellement 
muni d'une structure de (H^, K)-module : pour (f) G V.^ et v G V, on pose cf) ■ v ^ Il{cf)){v) (cf. 
1.6); on vérifie que pour /, /' e "H, on a n(/ * (j)* f) = n{f) o U{(j)) o n{Kf'), 011 l'on a posé 
TT = n°. On obtient ainsi un isomorphisme entre la catégorie des k- représentations lisses de G^ et 
une sous-catégorie pleine de la catégorie des (H'', K)-modules : celle formée des (H'', K)-modules non 
dégénérés, c'est-à-dire ceux tels que H^ -V ~V (puisque V.^ ~ H^H^le "H-module sous-jacent est 
lui aussi non dégénéré). Notons qu'un morphisme entre deux {'H\ K)-modules non dégénérés Vi et 
V2 est une application C-linéaire u :Vi ^f V2 telle que u{(j> ■ v) = cj) ■ u{v) pour tout <j> G W^ et tout 
w G Vi (une telle application est automatiquement 'H-linéaire). 

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. On note "H]^ l'espace Cc{K\G'^ / K) muni de la 
structure de HK-bimodule définie comme plus haut. En d'autres termes, on pose Tij^ = ex^n^^CK- 
On a "Wp. = 'Hk*T~Lk = 'Hk*'Hk- Si de plus il existe un élément 5 G G'^ normalisant K, i.e. tel que 
h\tQi{ô){K) = K, alors T-L]^ est un 'H jf -module (à gauche ou à droite) libre de rang 1, engendré 
par la fonction caractéristique àe K ■ 5 ^ 5 ■ K . 

Supposons de plus que n soit trivial sur K . On appelle encore ('H]^, k) -module un 'Hx-module 
W muni d'une apphcation "Hj^ -^ Endc(VF), i-> (ui t-^ 4>-w) telle que {f*(j)*f')-w = f-{4>-{Kf'-w)) 
pour tout (p G TLf^, tous /, /' G TLk et tout w G W. Les notions de niorphismes entre deux ('H}^, k)- 
modules, et de ("Hjj-, K)-module non dégénéré, sont définies comme plus haut. Si (LI, y) est une 
K-représentation lisse de G'^ , l'espace V^ est naturellement muni d'une structure de (H Je, K)-module 
(celle déduite par restriction du (H^ /î)-module V). Puisque V.]^ = Hj^^ck, on a 'Hj^-V — T-L^-V^ . 
Posons TT = n°, et pour -y G G, notons 0;^ la fonction caractéristique de K ■ j ■ K divisée par 
vol(ii' ■ -y ■ K, di6). Pour u G F, on a 



f-^ 



(f)^ -v ^ Tr{eK) o n(7) o Tr{eK){v). 

S'il existe un élément S G G^ normalisant K, alors Il{ô) induit par restriction un automorphisme 
de V^ , qui coïncide avec w 1-^ (pf ■ w. En ce cas V.]^ ■ V^ — V^ , i.e. le ("Hj^ , K)-module V^ est 
non dégénéré. En général, puisque H^ -V ~ V et TL^ = IJ^, V.]^, où K' parcourt les sous-groupes 
ouverts compacts de G^ tels que k\k' = i, on a, V ~ IJ^, V.]^, ■ V. 

On suppose toujours k\k ~ 1. Supposons aussi qu'il existe un élément Sq g G^ normalisant 
K, et posons 6 = Intgs {5q). Pour / G "H, on note ^/ G 'H la fonction / o 9^^. Puisque di9{g) ~ dig, 
pour /, f G H, on a. ''{f * /') = ''/ * ^/', i.e. l'application H ^ H, f 1-^ ''f est un automorphisme 
d'algèbres. Par restriction, on obtient un automorphisme d'algcbres TLk -^ TLk, f '-^ /• Pour 
g G G, notons f^ la fonction caractéristique de KgK divisée par \o\{K,dig). Puisque 

ô ■ KgK = K -ô-gK = KO^g) -Ô-K = Ke{g)K ■ S, 



on a 



6f. = CH-/4)*<^f- 
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Par linéarité on obtient l'égalité 



i--^ 



On en déduit qu'un (T-lj^, K)-modulc W est non dégénéré si et seulement si l'application w H> 
est un automorphisme de W. 

On suppose toujours k\k = 1 et 0{K) ~ K, oii 9 = Indeh((5o). D'après ce qui précède, la 
donnée d'un ("Hj^ , K)-niodule W équivaut à celle d'un {'Hk,(), i^) -module {W,6w), c'est-à-dire un 
?^x-niodule W muni d'un C-endomorphisme dw vérifiant l'égalité 

9w{^f-w) = '>f-en^{v) {feHw,weW). 

On passe d'un point de vue à l'autre grâce à l'égalité ôwiw) = 0f" ■ w {w £ W) ; d'où les notions 
(évidentes) de morphismes entre deux ('Hj^;,^, K)-modules, et de (Hj^ , 0, K)-modulc non dégénéré. 

A. 3. K-représentations lisses irréductibles de G'' et (H]^, K)-niodules simples. Une 

K-représentation lisse non nulle (H, V) de G^ est dite irréductible si le seul sous-cspace non nul 
de V qui soit G^-stable — ou, ce qui revient au même, qui soit G-stable et n((5)-stable pour un 
élément (5 G G^ — est V lui-même. De même, si K est un sous-groupe ouvert compact de G tel 
que k\k = 1, un (H]^, K)-module non nul et non dégénéré W est dit simple si le seul sous-espace 
non nul de W qui soit Hj^-stablc est W lui-même. 

Considérons les propriétés (Pi) et (P2) suivantes : 

(Pi) Il existe un système fondamental de voisinages de 1 dans G formé de sous-groupes ouverts 
compacts K de G tels que lntQii{SK){K) = K pour un élément 8k G G^. 

(P2) Il existe un élément (îo S G^ et un système fondamental de voisinages de 1 dans G formé de 
sous-groupes ouverts compacts K de G tels que Intgh((5o)(i4r) = K. 

On a clairement (P2) => (Pi). On suppose désormais que la propriété (Pi) est vérifiée. 

Fixons un système fondamental de voisinage de 1 dans G, disons K,, formé de sous-groupes ouverts 
compacts X de G tels que h\k = 1 et Intgt {5k){K) ~ K pour un 5k ^^ G^. 

(A. 3.1) Proposition (en supposant (Pi)). — 

(1) Une K-représentation lisse (II, V) de G^ est irréductible si et seulement si V ^ et pour tout 
K eJC, le {H j^, k) -module V^ est nul ou simple. 

(2) Soient (IIi, Vi) et (112, V2) deux n-représentations lisses irréductibles de G\ et soit K E K, 
tel que V^ ^ pour i ~ 1, 2. Alors les n-représentations IIi et 112 sont isomorphes si et 
seulement si les {TLk, k) -modules V^ et V^ le sont. 

Démonstration : Il s'agit de recopier celle de [BZ, prop. 2.10.(1), (2)]. Soit (H, y) une k- 
représentation lisse de G\ et soit tt = 11°. Soit K E IC, et soit W un sous-espace "Hj^-stable 
de V^ . Notons V — G''^ ■ W le sous-espace (G''-stable) de V engendré par les II{6){w) pour 6 G G'^ 
et w eW. Alors W^ • V = V"^ est engendré par les (/)f • w pour S €G^ et w eW, i.e. V"^ = W. 

Montrons (1). Supposons II irréductible, et soit K £ K. tel que V^ ^ 0. Soit W un sous-espace 
non nul 'Hj^-stable de V^ . Le sous-espace G'^ -W de V est non nul et G''-stable, par conséquent 
G^ -W = V, et comme (G'' • W)^ = W, on a T4^ = V^ . Réciproquement, supposons qu'il existe un 
K G )C tel que le H]^-module V^ soit non nul et ne soit pas simple. Alors il existe un sous-espace 
"Hj^-stable W de V^ , non nul et distinct de V^ . Le sous-espace G'' • T4^ de V^ est non nul et G'^- 
stable, et comme (G^ • W)^ — W, il est distinct de V. Donc II n'est pas irréductible. Cela achève 
la démonstration du point (1). 
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Montrons (2). Si les ^-représentations IIi et 112 sont isomorphes, alors les (T^jj-, K)-niodules 
V^ et V^ le sont aussi. Réciproquement, supposons qu'il existe un isomorphisme de ('H]^,k)- 
modules u : V^ -^ V^ . Alors W — {(w,u(w) : w e V^} est un sous-espace "Hj^-stable non nul 
de V^ © Vi^, et V ^ G^ ■ W est un sous-espace G^ -stable non nul de ^i © F2. Comme V"^ = W, 
pour i — 1, 2, V' ne peut pas contenir Vi^ ni être contenu dans Vi (car sinon W' contiendrait 
V^ , ou serait contenu dans V^^ ^ ce qui est impossible). Puisque IIi et 112 sont irréductibles, pour 
i = 1, 2, la projection V' -^Vi est un isomorphisme de (H'', K)-modules. Les ^-représentations IIi 
et 112 sont donc isomorphes. [] 

On suppose maintenant que la propriété (P2) est vérifiée. Fixons un élément 5ç, G G^ 
et un système fondamental de voisinages de 1 dans G, disons /Cq, formé de sous-groupes ouverts 
compacts K àe G tels que k\k = 1 et 9{K) = K, 011 l'on a posé 9 — Int(5h((5o). 

Tout (H^, K)-module V définit, pour chaque K S /Cqj un ('Hk, ^, K)-module {V-^,9yK) : pour 
w e V^ , on a 9yk{w) — (pf ■ w. De plus, la famille {{V^ , 9yK) : K G /Co} est compatible, au sens 
011 si u G V^ n V^ pour des K^ K' <E JCa, on a. 9yK{v) = 9yK' (v). Il suffit pour cela de choisir un 
K" G /Co tel que K" (Z K (1 K\ et de remarquer que 0^ * ex — (f>fg et (j)f^ * ck' = (f'fg ■ 

On définit comme en A. 2 la notion de {'H, 9, K)-module non dégénéré. D'après ce qui précède, 
la donnée d'un {W , K)-module non dégénéré V équivaut à celle d'un {%, 9, K)-module non dégénéré 
{V, 9v) ■ pour w G y, on a 9v{v) = (j)f ■ v pour tout K € ICq tel que v e ex • V = V^ . 

(A. 3. 2) Remarque. — Notons 9-^ le C-automorphisme de H donné par 

Onif) = \^-\f) (,/ e H). 
On vérifie que pour /, /' G "H, on a 

9n{'^f*.n = '.f*9n{.n. 

En d'autres termes, {'H,9-u) est un ('H, 0, K)-module non dégénéré. D'ailleurs pour K G /Co, la 
restriction de 0^ à Hk (c TL^ = ex * H) induit un C-automorphisme de Hk, disons 9■}^K^ et 
{'Hki9-}Ik) est un {'HK,9,K)-vaoàn\c non dégénéré. • 

(A. 3. 3) Proposition (en supposant (P2))- — Soit K G /Co, et soit W un {y\,K) -module non 
dégénéré simple. Il existe une n-représentation lisse irréductible (H, V) de G^ telle que le ("H]^, k)- 
module V^ soit isomorphe à W. (Notons que 11° n'est en général pas irréductible, même si le 
T-Lk -module W est simple.) 

Démonstration : Il s'agit d'adapter celle de [BZ, prop. 2.10.(3)]. Posons 9w{w) = 4'f (w) 
{w G W) comme en A. 2. Puisque W est simple, 9w est un C-automorphisme de W et le seul 
sous-espace non nul de W qui soit à la fois HK-stahle et ^v^-stable, est W lui-même. Fixons un 
sous-espace non nul Wq de W qui soit un "H^-niodule simple, et pour i eZ, posons Wi = 9\y{Wo), 
où 9\^ = 9w o • • • o 9w {i fois) si i > et 9\y — {9^)~'' sinon. Chaque Wi est un sous-H/ir-module 
simple de W, et comme le sous-espace de W engendré par les Wi pour i G Z est à la fois HK- 
stahle et ^VF-stable, c'est W tout entier. On distingue deux cas : ou bien Wq DWi — {0} pour 
tout i G Z \ {0} ; ou bien il existe un plus petit entier d > 1 tel que Wq Ci Wd 7^ {0}, auquel cas 
Wd — Wq. Fixons un élément wo G Wq \ {0} et posons Zk.o = {/ S "Hk '■ f • wq — 0}. C'est 
un idéal à gauche dans T-Lk, et Wa est isomorphe (comme H/f -module) à Hk/^k.o- Pour i G Z, 
ZK,i = 9\^{Zk,o) est encore un idéal à gauche dans Hk, et Wi est isomorphe à 'HK/ZK,i- Notons 
Ai = %* T-Lk (resp. Zi ='H* ZK,i) l'idéal à gauche dans % engendré par T-Lk (resp. ZK,i)- 
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Plaçons- nous dans le premier cas : W = (BiezWi. Notons A le "H-modulc Hiez -^^ (pour l'action 
diagonale de H), et 9y\ le C-automorphisme de A défini par 6'x(f)i = ^^(fi_i) pour f = (fi)igz G A. 
Pour / G H et f = {îi)iez G .4, on a 

e^(«/ • f). = Oninf ■ i^-l) = "/ • 0A{i)^■ 

En d'autres termes, {A,Oj{) est un ("Hj^, K)-module non dégénéré. Posons ^ = Iligz^i- C'est un 
sous-'H-module 0^-stable de A, et d'après le début de la démonstration de la proposition A.3.1, on 
a,eK-A = Yiiez^K ^^ ^K'Z = Iliezîïif,!- Par passage au quotient, 0^ induit un C-automorphisme 
9_/\' de A' = A/^, et {A',6ji>) est un ("H, 0, K)-module non dégénéré tel que ck • A' ~ W. Pour 
i G Z, posons A'^ = Ai/Zi', on a donc A' = Wi^x^i ^^ ^-A'(-^i-i) = -^'i- Puisque le H/f-module 
Wq est simple, d'après la fin de la démonstration de [BZ, prop. 2.10], il un sous-H-modulc Vq de 
A^ tels que le H-module quotient Vb = Aq/V^ soit simple et vérifie e^ • Vb — Wq. Pour z e Z, on 
définit par récurrence un sous-H-module ]// de A'i en posant 6'^/ (V'/_i) = 1^'. Soient F' = Hiez ^/ 
et y = ^'/y. Par construction, 0^/ induit par passage au quotient un C-automorphisme Oy de 
V, et (F, 9v) est un (H, 0, K)-module simple tel que ck -V — W. 

Plaçons- nous maintenant dans le second cas : W — (BflgWi et 9^{Wo) = Wq. Notons 9wo la 
restriction de 9^y à Wq et 91^ : G —>^ G l'application x >-> x9{x) ■ ■ ■ 9'^~^{x). Alors Kd = k o ^^ est 
un caractère de G trivial sur K pour tout K E ICq, et l'on a 

^ivo («d./ • ti') = ' / • Owo H {fenK,weWo) 

En d'autres termes {Wo,9wo) est un ('Hi^:,6''', K(i)-module simple (puisque le H^-iiiodule Wq est 
simple). Notons A le "H-module ni=o ■^i (pour l'action diagonale de H), et 9j\ le C-automorphisme 
de ^ défini par 0^(f), = ^«(f.-i) (z = 1, . . . , d - 1) et 0^(f)o = ^«(fd-i) pour f - (f^to'- Pour 
f G »4, en posant f_i = f^-i, on a 

9A{^f ■ f)» = 9n{^f ■ f,_i) = V • ^^(f)^ (ï = 0, . . . , d - 1), 

i.e. (^, 0^) est un {T-L, 9, K)-modulc non dégénéré. De plus, 0^ induit par restriction un C-automor- 
phismc 9jig de ^o vérifiant 

Oao («d/ * /') - ' / * 9a„ (/') (/, fen), 

i.e. (Ao, 9j\g) est un (T-i, 9'^, Kd)-module non dégénéré. Posons Z — ®i=(iZi- C'est un sous-'H-module 
6'^-stable de A, et 3o est un idéal 6'^j,-stable de ^o (= 'H). Notons {A' — »4/3, ^^') le [1-1,9, n)- 
module non dégénéré déduit de [A, 9j() par passage au quotient, et (^q — Ao|Zo^ 9j,i ) le ("H, 9'^, kj,)- 
niodule non dégénéré déduit de (Aq, ^^o) par passage au quotient. Comme dans le premier cas, on 
& Ck ■ A' ^ W et Ck ■ A'q ^ Wq, et il suSit de montrer qu'il existe un sous- H- module 9j^i -stable Vq 
de ^Q tel que le {H, 9"^, Krf)-module (Vb = A!q/Vq, 9va) déduit de [A'q, 9^^' ) par passage au quotient, 
soit simple et vérifie e^ • Vb — Wo . Cela résulte du lemme de Zorn, puisque A'ç^ ~ H ■ fo pour tout 
/o G CK ■ A'o, /o ^ 0. 

La proposition est complètement démontrée. Quant à la remarque entre parenthèses, elle 
résulte de la démonstration ci-dessus (prendre d = dans le second cas). [] 

(A. 3. 4) Corollaire (en supposant (P2))- — Soit K G /Cq. L'application V h^ V^ induit une 
bijection entre l'ensemble des classes d'isomorphisme de n-représentations lisses irréductibles 
(n, F) de g'' telles que V^ ^ Q et l'ensemble des classes d'isomorphisme de {Hj^jK)- modules 
non dégénérés simples. 
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(A. 3. 5) Remarque. — La démonstration du lemme de Schur donnée dans [BZ, 2.11] fonctionne 
aussi pour les ^-représentations lisses irréductibles de G (sans supposer (P2) ni (Pi)) : soit (H, y) 
une K-représentation lisse irréductible de G^ . Si G est dénombrable à l'infini (c'est-à-dire réunion 
dénombrable de sous- ensembles compacts) ou si II est admissible, alors Endg^ (H) = Cidy. i^ 

(A. 3. 6) Remarque. — On peut décrire les «-représentation lisses irréductibles de G^ en termes de 
représentations lisses irréductibles de G. Fixons un élément 5q G G^ et posons 9 — IntQh((5o) (on 
ne suppose plus (P2) ni (Pi)). 

Si iï est une représentation lisse de G, pour k G Z>i, on pose 5^ejt(x) = x9{x) ■ ■ ■ 6^^^{x) 
(x G G), Kfc = K o 'ytg^k — c'est un caractère de G, indépendant du choix de Ôq — , et l'on note 
7r(fc) la représentation k^ tt de G. A isomorphisme près, 7r(fc) ne dépend pas du choix de ^o dans 
G^. Pour k G Z<i, on note 7r(— fc) la représentation lisse de G telle que 7r(— fc)(fc) = 7r(0). Posant 
7r(0) = TT, on a 7r(fc)(fc') — 7r(fc + k') {k, k' G Z). Si tt est irréductible et s'il existe un entier fc > 1 
tel que 7r(fc) 2± tt, on note «(tt) le plus petit entier fc > 1 vérifiant cette propriété; sinon on pose 
s(7r) = +00. 

Soit (n, V^) une «-représentation lisse irréductible de GK Posons tt = 11°, et choisissons une 
sous-représentation irréductible (ttq, Vq) de (tt, V). Pour k <E Z, posons Vk ~ Il{ôo)^'^{Va) ; c'est un 
sous-espace G-stable de V. Puisque ttq est irréductible, si VoDVk 7^ 0, alors Vfe = Vq et n((5o)'^|vb ^st 
un isomorphisme de ttq sur 7ro(fc). Comme d'autre part II est irréductible, les Vk (fc G Z) engendrent 
V sur C. On a donc deux cas possibles : ou bien «(ttq) = +00 et y = (BkezVk ; ou bien s{t:q) ^ +cxd 
et y = ®fe=o ^^- Pouï" fc G Z, notons tt^ la restriction de tt à Vk. La restriction de n((5o)~'^ à 
Vo induit un isomorphisme de 7ro(fc) sur tt^. On en déduit que «(tt^) = «(ttq). L'invariant s(7ro) ne 
dépend donc pas du choix de ttq — ni du choix de Jg comme on l'a dit plus haut ; on le note s (H). 
D'après ce qui précède, la représentation tt de G est de type fini si et seulement si s(n) < +00. 

Supposons s(n) = +00. Soit (H', y') la «-représentation lisse de G^ définie par 11'° = 
®fc6Z7ro(fc) et n'(5o)(---Wfc,Wfc-Hi,---)i = "^i-Hi- Alors l'application (Vb)^ -^ V", (wfe)fcez ^ 
X]feezn('5o)~'^(wfc) est un isomorphisme de (n',T^') sur (H, V). 

Supposons maintenant s(n) < +cxd. Posons s — s(n). Soit (H', V') la «-représentation lisse de 
G^ définie par n'° = ®^;;o7ro(fc) et 

n'((5o)(«o, . . . ,«s-i) = («1, . . . ,z;.-i,n(5o)^(«o)) ((«0, . ■ . , «.-1) e (K,)^). 

Alors l'application (Vb)" ^ ©fc=o^: («o, • • • , ^^s-i) ^^ X]fe=o n('5o)^'^(wfc) est un isomorphisme de 
(n',T/') sur (n,F). * 

A. 4. Indépendance linéaire des caractères tordus. Dans ce numéro, on suppose que la 
propriété la propriété (P2) est vérifiée. On fixe un élément (5o G G' et un système fondamental 
de voisinages de 1 dans G, disons /Cq: formé de sous-groupes ouverts compacts K Aa G tels que 

«|x = letIntGs(5o)(i^)=i^- 

Notons que si IIi , 112 sont deux «-représentations lisses de G^ telles que les représentations IIJ , 
IIj de G sont irréductibles, alors on a Hom^i] (111,112) = IIomG(nj, 113). La proposition (A. 4.1) et 
son corollaire (A. 4. 2) se généralisent de la manière suivante : 

(A. 4.1) Proposition (en supposant (P2))- — Soient IIi, 112, •■•)n„ des a-représentations lisses 
de G telles que les représentations Tl^, Ilg, ... ,11° soient admissibles, irréductibles et deux-à-deux 
non isomorphes. Alors les distributions ©ni , ©112 j • • • j 0n„ sont linéairement indépendantes. 
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Démonstration : On reprend celle de [BZ, prop. 2.19]. Notons Vi l'espace de 11^ (i = 1, . . . , n). 
Choisissons un sous-groupe K e ICq tel que pour i = l,...,n, on ait V/^ ^ 0. Les 'Hk- 
modules V^^ sont simples, de dimension finie, et deux-à-deux non isomorphes. Pour i — 1, . . . , n, 
l'automorphisme n(5o) de V^ induit par restriction un automorphisme Ai de V^^ -, qui coïncide 
avec la restriction de 11, (0j^ ) à V^^ ; on a donc 

en,(0)=tr(n,(0)oA,) {^^Uk). 

On conclut grâce au théorème de Frobenius-Schur [Bon, ch. VIII, §13, prop. 2] : pour i ~ 1, . . . , n, 
le choix d'une base de Vi sur C permet d'identifier Endc(V^i^) à M^. (C). Pour 1 < k,l < di, notons 
M^ ; : Hk -^ C l'application qui à G T-Lk associe le coefficient en la place (fc, l) de l'endomorphisme 
w 1-^ (f> ■ w de Vi (vu comme un élément de Mdj(C)). Le théorème de Frobenius-Schur dit que les 
fonctions u^ ^ {i — 1, . . . ,n, 1 < k,l < di) sont linéairement indépendantes sur C. [] 

(A. 4. 2) Corollaire (en supposant (P2))- — Soient H, 112 deux ^-représentations lisses de G' 
telles que les représentations HI, IIj de G'^ soient admissibles et irréductibles. Alors IIi et II2 sont 
isomorphes si et seulement si Qui = Ong • 

A. 5. La condition (P2) pour G^ = G^{F). On reprend maintenant les hypothèses du ch. 3 : 
G = G (F) et G^ = g'' (F) pour un groupe réductif connexe G défini sur F et un G-espace tordu 
G^ défini sur F et possédant un point i^-rationnel. 

(A. 5.1) Lemme. — Le G-espace tordu G^ vérifie la condition (P2) : il existe un élément Sç, G G' et 
une base de voisinages de 1 formée de sous-groupes ouverts compacts de G normalisés par 5q . 

Démonstration : Soit _F"'' une extension non ramifiée maximale de F. Posons = Oi? et notons 
0"'' l'anneau des entiers de F"''. Rappelons que vu désigne une uniformisante de F. Fixons un 
élément (5 G G^. Notons S le groupe de Galois de l'extension F'^'^/F, et fixons une chambre S- 
stable C de l'immeuble étendu 3"'' de G(F"''). Notons /"■■ le stabilisateur de C dans G(F"''). Par 
transport de structure, le F-automorphisme IntGs((5) de G induit un automorphisme de J"'', qui 
commute à l'action de S ; il envoie donc C sur une autre chambre S-stable de J"'', disons C. On sait 
que G opère transitivement sur l'ensemble des chambres S-stables de 3^^. Soit donc un élément 
5 G G tel que g-C ^C. Posons So^g-ôcte^ Intch (ôo). Puisque 9{C) = C, on a 6'(/") = /"^ On 
sait que / = (7"'')^ est le groupe des points o-rationnels d'un o-schéma en groupes affine lisse (pas 
nécessairement connexe) © de fibre générique © x p F = G, caractérisé à isomorphisme unique près 
par l'égalité ©(0"'') — I™ . Puisque 9{I^^) — I™ , 9 se prolonge de manière unique en un morphisme 
de o-schémas u : © — >■ ©, qui est un isomorphisme de o-schéma en groupes. 

Pour chaque entier n > 1, notons ©(0")" le n-ième sous-groupe de congruence de ©(0"''), 
défini par 

©(0")" = ker{7r„ : ©(0"') ^ ©(o"Vcc7"o"^)}, 

011 la 7r„ désigne l'application canonique (réduction modulo ■eu"'). D'après [Y, 2.8], il existe un 0- 
schéma en groupes affine lisse ©" de fibre générique ©" X;, F = G tel que ©"(0"') = ©(0'")". De 
plus, l'égalité ©"(0'^'') = ©(0"'')" caractérise ©" à isomorphisme unique près, et pour m G Z>i, on 
a (©")'" = ©"+". Posons u„ = uXpO„, o„ = o/w"-o. Pour x G ©(0"'), on a7r„(u(x)) = M„(7r„(x)). 
Par suite on a 6'(©(o"0") == ©(0")" et 0(©"(o)) = ©"(0). La famille /Cq = {©"(0) : n G Z>i} est 
un système fondamental de voisinages de 1 vérifiant les propriétés voulues. [] 

(A. 5. 2) Remarque. — Pour IIi, . . . , 112 comme dans l'énoncé de (A. 4.1), on ne sait pas a priori 
si les fonctions caractères On^ : G^ — > C sont linéairement indépendantes sur C (sauf bien sûr si 
elles sont localement intégrables sur G^). • 
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Annexe B : représentations ^-modulaires 

Dans cette annexe B, on décrit brièvement comment les résultats des chapitres 1 et 3 s'étendent 
au cas des représentations à valeurs dans le groupe des automorphismes d'un espace vectoriel sur 
un corps de caractéristique / différente de la caractéristique résiduelle de F. 

B.l. Généralités [V, ch. 1]. Soit R un anneau commutatif, possédant une unité 1^^. On 
note iî^ le groupe des éléments inversibles de R, et dZ l'idéal de Z noyau du morphisme canonique 
Z -^ iî, a n> alu. Ce morphisme se prolonge au sous-anneau ^ de Q engendré par les inverses des 
entiers premiers à d. 

Si X est un td-espace, on note C^ {X, R) l'espace des fonctions sur X à valeurs dans iî, qui 
sont localement constantes et à support compact, et l'on pose Cj?°(X, R)* = Homiî(Cj?°(X, _R), R). 
Les éléments de C^{X,R)* sont appelés R- distributions sur X. 

Soit G un groupe localement profini. On appelle R- caractère de G un morphisme de groupes 
G ^ R^ dont le noyau contient un sous- groupe ouvert. 

Une R-mesure de Haar à gauche sur G est par définition une distribution non nulle sur G 
invariante pour l'action de G opérant sur lui-même par translations à gauche. On sait qu'une telle 
mesure existe si et seulement s'il existe un sous-groupe ouvert compact X de G dont le pro-ordre 
est premier à d, auquel cas cette mesure est unique à multiplication près par un élément de iî^. 
On suppose désormais qu'il existe une iî- mesure de Haar à gauche sur G, et l'on en fixe une /i^j. 
On note Aa,R ■ G — > R^ le R-module de G, c'est-à-dire le iî-caractère défini comme en 1.1 par 

f{gx-^)d^lG{9) = AgM^) f f{9)dm{9) ij & C^{G,R), x G G). 

G JG 

Alors A^ j^^G est une iî-mcsure de lîaar à droite sur G, et on les obtient toutes de cette manière. 

(B.1.1) Remarque. — Le module /S.g{x) d'un élément a; e G est un indice généralisé : pour tout 
sous-groupe ouvert compact K de G, on a 

[K -.Kf^xKx'^] _[K ■.Kr\xKx-^] 
^^^' " [xKx-^ : KnxKx-^ ^ [K -.x-^KxDK]' 

En choisissant K de pro-ordre premier à d, on voit que Ag{x) appartient à l'anneau A. Son image 
dans R appartient à R^ : c'est le _R-module Ag.r(x). * 

Soit H un sous-groupe fermé de G. Alors il existe une mesure de Haar à gauche sur H, et 
une mesure de Haar à droite sur l'espace quotient H\G, c'est-à-dire une forme linéaire non nulle 
sur S{H\G,R), invariante pour l'action de G sur H\G par translations à droite; oii S{H\G,R) 
désigne, comme en 1.1, l'espace des fonctions / : H\G -^ R qui sont uniformément localement 
constantes à droite, à support compact niodulo H, et vérifient 

f{hg) = AG.R{h)AHMhr'f(h) (h e H, g e G). 

Soit 9 un automorphisme de G. On définit le iî-module Ag^r{0) G R^ comme en 1.1. D'après 
(1.1.1), on a Ag^r = Ag^r o 9, et s'il existe une partie ouverte compacte 0-stable Î7 de G telle 
que vo\{ft, iig) t^ 0, alors Ag.r{(^) ~ 1. Si -ff est un sous-groupe fermé ^-stable de G, on définit 
le _R-module Aff\G,R{(^) comme en 1.1. La relation (1.1.2) et le lemme (1.1.3) sont vrais pour les 
_R-modules. 



B.2. iî-représentations lisses. On appelle R-représentation lisse de G la donnée d'un R- 
niodule V et d'un morphisme de groupes n : G ^ Auti{(V') tel que le stabilisateur de v dans 
G soit ouvert, pour tout v Ç V. Comme pour les représentations complexes, on a les notions de 
iî-représentation (lisse) admissible, irréductible, semisimple, de type fini, de longueur finie. Si R 
est un corps, alors pour toute iî-représentation admissible n, on définit comme en 1.2 le caractère- 
distribution 07r — tr(7r) : G^{G,R) — > R (il dépend du choix de la mesure de Haar /x sur G). Si 
R est un corps algébriquement clos, la proposition (1.1.2) reste vraie : les caractères-distributions 
des représentations admissibles irréductibles de G sont linéairement indépendants sur R. 

Soit G^ un G-espace tordu, et soit k un iî-caractère de G. On définit le iî-module de G^ 
comme en 1.5 : pour 7 G G% on pose 

^g\r{i) = AG,iî(IntGù(7)"^)- 
Le lemme (1.5.2) est vrai pour les _R-modules. On définit la notion de (k, iî)-représentation lisse 
de G^ comme en 1.6, en remplaçant C par R. La catégorie des (k, iî)-représentations lisses de G^ 
est notée ''m{G\R). 

Soit H un sous-groupe fermé de G, et iï^ un _ff-espace tordu qui soit un sous-espace topologique 
tordu de G'. On définit comme en 1.7 un foncteur induction compacte (lisse) 

''indg* : ^91{H\R) -^ ''y\{G\R). 

On suppose désormais que R est un corps, de caractéristique /. On a donc d ~ l. Pour 
toute partie ouverte compacte 51 de G telle que le pro-ordre de iî fl 51 soit premier à Z, on définit 
l'endomorphisme tp '"^ 4>\o. de G^{G\R) comme en 1.8. La proposition (1.8.1) reste vraie pour 
les (k, iî)-représentations pourvu que K et H nVl soient de pro-ordre premier à l. Notons que 
fixé un sous-groupe ouvert compact K de G de pro-ordre premier à l, tel que HK = KH, il 
suffit de prendre pour 51 la partie ouverte compacte 51' du début de la démonstration : puisque 
-ff n 51' = H D K, le pro-ordre de iï n 51' divise celui de K donc est premier à l. 

B.3. Le principe de submersion d'Harish-Chandra. Reprenons les hypothèses et les 
notations du chapitre 3. Soit p la caractéristique résiduelle de F. Puisqu'on a supposé qu'il existe 
un sous-groupe ouvert compact de G dont le pro-ordre est premier k l, on a l j^ p. Puisque l peut 
diviser le pro-ordre du sous-groupe compact maximal Ko de G, on ne peut normaliser les mesures 
de Haar comme en 3.1. Le théorème (3.7.3) et son corollaire (3.7.4) restent vrais, pourvu que le 
sous-groupe ouvert compact définissant les opérateurs T^ soit de pro-ordre premier à l : 

(B.3.1) Théorème. — Soit II une {k, R) -représentation admissible telle que 11° soit de type fini 
de G"', et soit K un sous- groupe ouvert compact de G dont le pro-ordre est premier à l. Le 
caractère- distribution On = tr(n) de II est représenté sur G^j. par la fonction localement constante 
7 ^^ On(7) = tr(T^), où l'on a posé 

T^^Yo\{K,^iGy^ I K{k)-^n{k-^ ■j-k)dfiG{k). 
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B.4. Induction parabolique et restriction de Jacquet. Pour P E Vo, on définit le 
foncteur induction parabolique non normalisé 

"igl : ''m{M^p,R) -^ ^D\{G\R) 

1/2 
comme en 3.8, en supprimant le facteur ôp], ■ On définit aussi le foncteur de Jacquet non normalisé 



comme en 3.9, en supprimant le facteur ôp^^ 
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(B.4.1) Remarque. — Pour ô e P\ le module Api, ((5) = ôpt,{ô)^^ appartient à Z[l/g], où q est 
le cardinal du corps résiduel de F. Si l'image de q dans R a une racine carrée dans R (e.g. si R 
est algébriquement clos), on en choisit une; cela permet de définir le iî-caractère Sjf, de P^, et les 
foncteurs induction parabolique et restriction de Jacquet normalisés pour les (k, _R)-reprcscntations 
lisses. • 

Choisissons un sous-groupe ouvert Jo de Ko, de pro-ordrc premier à l, tel que pour tout 
P ÇzVo, on ait la décomposition triangulaire 

Jo = (Jo n Up-){Jo n Mp)(Jo n Up). 

Un tel Jo existe, d'après la démonstration de (3.9.3). On suppose désormais que les iî-mesures de 
Haar à gauche ^g, (IMp, fJ-Upy fJ-p sur G, Mp, Up, P sont celles normalisées par Jo, c'est-à-dire 
telles que vo1(Jo,/xg) = 1, vol(Mp n Jo,HMp) = 1, etc.. 

Soit P ^ Po- Choisissons un système de représentants {xi,...,x„} dans Ko de l'espace 
quotient PJo\G, et posons Î7 — JX^^i JoXi. Alors Î7 n P = Jo fl P est de pro-ordre premier à 
l. On note 

C^{G\ R) ^ C^{mI, R), ^ 4>p^j^ - 4>'},j^ 

l'application linéaire définie par 

^P,JÀ6) - // K{k)^{k-^ ■ 5 ■ uk)dtxupiu)dtXGik) (ô e a4). 

J JUpXJo 

Soit S une (n, iî)-représentation admissible de Mp, et soit H = "tp^ (E). Alors II est admissible, 
et pour toute fonction e G^{G\ R), on a la formule de descente (3.8.2) 

en(<^) = es(0P,jJ. 

(B.4.2) Remarque. — Nous n'essaierons pas de traduire ici l'égalité ci-dessus en termes de fonctions 
caractères (5.3.9). Notons d'ailleurs que si 11° est de type fini, on ne sait pas si 11° l'est aussi, même si 
R est algébriquement clos. On sait en revanche, si R est algébriquement clos, qu'une représentation 
admissible de type fini est de longueur finie [V, ch. II, 5.10], et que les foncteurs induction 
parabolique i$ : d\{Mp,R) -^ m{G,R) et restriction de Jacquet rg : m.(G,R) -^ d\{Mp,R) 
respectent la longueur finie [V, ch. II, 5.14]. * 

Soit n une [k, _R)-représentation admissible de G^ telle que 11° soit de type fini, et soit 
5^ = '^£Gi(n)- D'après [V, 3.2, 3.3], le premier lemme de Jacquet est vrai (cf. la démonstration du 
lemme (3.9.4)), et S est admissible. De plus S° est encore de type fini, et pour 7 G Mp n G^^ tel 
que P[^] = P et ^(7) = Ap, on a l'égalité (3.9.3) 

en(7) - es(7)- 

B.5. Commentaires. Pour = id et k = 1, R. Meyer et M. SoUeveld [MS] ont récemment 
obtenu le théorème (B.3.1) par une méthode différente de celle d'Harish-Chandra, utilisant des 
systèmes de coefficients sur l'immeuble de Bruhat-Tits. Leur résultat est d'ailleurs plus fort 
puisqu'ils contrôlent le voisinage d'un élément semisimple régulier de G sur lequel la fonction 
caractère d'une P-représentation admissible de longueur finie de G est constant. 

Il est probablement possible d'étendre une partie du ch. 4 aux (k, P)-représentations de G% 
du moins pour celles dont les coefficients sont à support compact niodulo le centre, et en supposant 
P algébriquement clos (lemme de Schur, degré formel, etc.). 
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